
10倍速心算：写给中小学生的56个心算技巧


（日）栗田哲也著

教育无边界字幕组译


北京日报出版社


图书在版编目（CIP）数据

10倍速心算：写给中小学生的56个心算技巧/（日）栗田哲也著；教育无边界字幕组译.——北京日报出版社，2018.11

ISBN 978-7-5477-3103-1

Ⅰ.①1…Ⅱ.①栗…②教…Ⅲ.①新算法-青少年读物Ⅳ.①O121.4-49

中国版本图书馆CIP数据核字（2018）第182825号

北京版权保护中心外国图书合同登记号：01-2018-5859










10倍速心算——写给中小学生的56个心算技巧




出版发行：北京日报出版社

地址：北京市东城区东单三条8-16号东方广场东配楼四层

邮编：100005

电话：发行部：（010）65255876

总编室：（010）65252135

印刷：北京荣泰印刷有限公司

经销：各地新华书店

版次：2018年11月第1版

2018年11月第1次印刷

开本：710毫米×1000毫米 1/16

印张：12

字数：147千字

定价：42.00元



版权所有，侵权必究，未经许可，不得转载


目录


扉页



版权信息



前言



译者序



第1章 朴素的心算智慧

01 如何计算79+47——心算有多种运算方法



02 如何计算589+762——交换律·结合律



03 如何计算398+567——10的整倍数



04 如何计算1000-632——找零计算法



05 如何计算1316-598——多减去一点



06 如何计算1012-676——减法与距离（“爬山时的减法”）



07 如何计算827-339——“强弱减法”



08 如何计算364-（273-136）——排列·组合（凑整）



09 如何计算8.3-0.492——可以瞬间完成的小数减法



10 如何计算38×7——两位数×一位数



11 如何计算395÷2——一半是多少（1）



12 如何计算54×15——一半是多少（2）



13 如何计算13×73——两位数×两位数（心算明星题）



14 如何计算75×32——分解质因数



15 如何计算3.5÷140——除法即分数



16 如何计算37÷0.2——小数和分数的相互转化（1）



17 如何计算21÷3.75——小数和分数的相互转化（2）



18 如何计算7.2÷0.18——分两次运算除法



19 如何计算1134÷42——用约分做除法



20 如何计算30÷21——判断是否可以除尽



21 如何计算□——分数加减法的根本



22 如何计算□——距离减法·分数篇



23 如何计算□——“强弱减法”·分数篇



24 如何计算□——分数的乘除法运算



25 如何计算60亿÷300万——超大数字的除法运算





第2章 深谙数学规律背景的心算

26 如何计算126+123+127+126——利用平均的概念



27 如何计算1+4+7+10+…+31+34——等差数列求和



28 如何计算1+3+9+27+81+243+729——等比数列求和



29 如何计算□——掌握差分



30 如何计算1×2+2×3+3×4+ ……+9×10——∑n（n+1）的计算方法



31 如何将360分解质因数——实战分解质因数



32 如何计算53×57——展开公式的运用（1）



33 如何计算57×63——展开公式的运用（2）



34 如何计算24×58+12×84——分配率的逆运算



35 如何计算101×101-99×99——运用因式分解



36 如何计算168和216的最大公约数——欧几里得相除法



37 如何比较52×48、53×47、54×46的大小——数感……比大小（1）



38 如何比较□、□、□的大小——数感……比大小（2）





第3章 代数运算（初中水平）

39 如何计算3（3 x-2y）-4（2x-3y）——遇同类项直接计算系数



40 如何计算（-2x2y）3÷（-4x4y2）2×2x5y3——指数运算法则的运用



41 如何计算□——分数形式的一次式计算与一次方程



42 如何计算联立方程——联立方程与心算



43 如何计算方程组——最基础的三元一次方程组



44 如何将3xy-6y-2x-4进行因式分解——因式分解（1）：一次代数方程相关总结



45 如何将x2-2xy+y2-x+y-2 进行因式分解——因式分解（2）：换元法因式分解



46 如何将3 x2+7x+2进行因式分解——因式分解（3）：十字交叉与因式定理



47 如何计算√30÷2√35×7√2——无理数的乘法与交换·结合律、同类项



48 如何计算□——无理数的分数式与分配律



49 如何计算□——无理数计算与对称多项式



50 如何计算（√5+√3+√2）（√5-√3+√2）（√5+√3-√2）（√5-√3-√2）——运用特殊展开公式



51 ☆如何计算当x=2-√5时，x3-4x2的结果——方程式的运用（降次）



52 如何计算经过（-1，3）（2，9）两点的直线方程——直线方程



53 如何计算顶点为（1，5）（3，7）（4，9）的三角形的面积——平面坐标上的三角形面积计算公式



54 如何计算A点（1，3）与直线2x-3y-1=0之间的距离——点到直线的距离公式



55 已知-1、、-1、1、x、x2、x3的大小——数感（3）



56 如何比较√3+√2与√10的大小——数感（4）





心算慢动作回放（答案）



前言

笔算是当下“最流行”的计算方法。说“流行”也许不太合适，但是多数学校颇为重视教学的形式，几乎每个学校的数学课，都要求学生必须列竖式计算，并将计算的过程详细地写在作业本上，有的学校甚至要求学生用直尺画线。

的确，笔算可以帮助学生清晰地把握、认识计算的“结构”，也可以帮助教师了解孩子们解题的思路。但是，心算的功能是否被过于轻视了呢？

令人心痛的是，如今的课堂上很少涉及心算教学。其实之前心算也曾被大力推广，最近我翻阅小学时代的儿童书时便发现上面非常鼓励孩子们使用“印度式算法”等心算方法来计算“55×55”。

可见，虽然我们曾将这些快速计算的“诀窍”奉若瑰宝，但我们那时并没有真正意识到它的魅力。

我认为现在已经到了复兴心算的时候。我希望通过这本书来帮助人们了解心算的魅力。

为帮助初学者打下良好的数学基础，帮助家长们找到辅导孩子数学的有效方法，帮助日常需要与数字打交道的人更轻松地进行四则运算，我编写了这本《10倍速心算——写给中小学生的56个心算技巧》。

从“机械刻板按部就班的笔算”变为“解读深层原理快速得出答案的心算”。这就是我的目标！

我在辅导班教课的时候，见过许多所谓聪明的和不聪明的 孩子。

我发现这些孩子之间最明显，甚至可以说最极端的区别之一便在于他们是否会心算。

在脑中迅速计算，看透数字背后的构成。这种技能即为心算。

只掌握了笔算，而未掌握心算的所谓不聪明的孩子，他们往往只会机械套用老师所教授的步骤，而没有激活自身的数学应用 能力。

例如，在计算类似79+146的题目时，只会笔算的孩子是这样解题的：

[image: ]


即，将个位数的9和6对齐相加得15，将5写在最右下角的位置，再将1进一位写于左上。然后将十位数的7、4和1相加得12，同样将2写在右下角的位置，将1进一位写于左上。最后将百位数的1和1相加得2，从而得出答案225。

那么，心算该怎么做呢？

比如先关注7和14，计算70+140得210。接下来迅速计算9+6得15，这样二者再相加就得到了225的答案。

更或者将79理解为80-1（看透数字的构成），先计算146+80得226，再将226-1，从而迅速得出225的答案。

换句话说，笔算派会将每一位数都运算三次，记下结果，一步步得出答案。而心算派则会努力看透数字的构成（运用十进制、交换、结合率等），进而迅速地通过多种方法得出答案（如果会用两种以上不同的方法解题，也有利于检查答案）。

读到这里，您是更赞同笔算，还是更赞同心算？

这个问题其实并没有标准答案。

笔算也自有其意义。首先它是一种在任何情况下都通用的标准解法，所以在初级阶段，让孩子进行笔算训练并非坏事。又或者说，如果学生连笔算都无法掌握，也是一件十分令人困扰的事。

但是，如果想在算术上有更大的突破，心算是必不可少的。理由有如下三点：

①  笔算是由教师主导、学生单纯模仿完成的被动式学习。相较之下，心算则需要学生主动探索数字、计算等的关系，在这种不断探索的过程中，我们自然而然可以更深地了解到数字的构成，同时还可以引发学生对数字背后隐藏的更深层次奥秘的兴趣。

②  心算需要在脑中完成一系列数字、图像的操作，因此更有利于学生对整体的把握。这也有利于提高学生对事物的洞察力（这对于今后的学习生活是十分重要的）。

③  心算的速度是笔算无法匹敌的。学生可以节省大量时间和精力来学习其他复杂的概念，遇到难题时也可以将精力集中于知识难点（而只会笔算的孩子会在计算上浪费大量的时间和精力，无法将思维集中在教师最想教授的知识点上。一半脑力都集中于计算，自然没有更多精力再去思考别的 东西）。

以上三点便是我们必须掌握心算的理由。

我认为，学习是一个阶段性的过程。

教师主导教授学习方法、提供学习范本，学生模仿习得，这是学习的第一阶段。这一阶段毫无疑问是非常重要的。

但是若想更好地学习，学生必须自己参与、思考、试错，直到掌握所有知识点。这是第二阶段。

由此可见，笔算在第一阶段的学习中是必不可少的，但当进入第二阶段后，心算能力就显得尤为重要了。

那么，如此重要的心算为什么没有得到重视呢？

答案很简单。

相当一部分家长并不重视孩子的算术学习，这些孩子得不到家长的督促，有些甚至都无法数到数字100。

但这些孩子进入学校后，学校教师就必须努力提高他们的学习能力。这是教师的使命。为了达成这一目标，教师只能在学习的第一个阶段，即在“教授学习方法、提供学习范本，让孩子不断模仿”上耗费大部分的时间。

教师要求学生写下过程，并不断重复模仿，把听到的内容一字不落地记下，检查每一个人的笔记，甚至为了确保全班进度无差别，对于那些已经掌握了笔算，并且希望进一步学习心算的孩子，教师也会要求他们“不可以用心算答题”。

也就是说，虽然笔算和心算各属于第一阶段和第二阶段，用途、功能不同，但学校教育往往必须考虑大多数学生的情况，实行统一教学，这使得教师的指导往往到第一阶段便结束了。

这种情况在辅导班教育中也可以见到。虽然辅导班不会硬性规定学生不能使用心算，但不论他们的水平是否已经超越第一阶段，教师在教应用题时都会要求学生“详细写下算式和过程、做好笔记”，并“画好线段和面积图”。

这种教育方式会对哪些学生产生负面影响呢？

必然是那些知识水平已经超越第一阶段，却被强制永远不能进入第二阶段学习的学生们。

最后，让我们来看一下“计算”的定义：根据已知数目通过数学方法求得未知数。也就是，将用符号连接起来的演算式化为简单的数字。

不过在本书中，“计算”包含的内容则更加广泛，如解联立方程、求平面三角形面积等也在定义之内。

我将通过列举简单的例题，来帮助读者体验数字和演算的规则。而中考题中出现的那些复杂计算题，即“为了计算而计算”的试题则不会在本书中出现。

书中还收编了一些关于计算的拓展性问题，我会在这些高难度的计算题前打上☆号。

那么，就让我们快点进入正题，一起了解计算背后的奥秘，体会心算的魅力吧！


译者序

心算，不凭借任何工具，只运用大脑进行计算，有助于锻炼超强的记忆力、洞察力和清晰的思考能力。本书作者栗田哲也，正是心算的坚定推广者。他希望利用本书来介绍心算的魅力，推动心算教育的复苏。作者认为，在被动式的笔算学习之后，心算的学习不仅可以帮助学生大幅度提高运算速度，更有助于帮助他们了解数学原理、养成数学的逻辑思维习惯，激发孩子自身的能动性。

只有学生在学习过程中自己总结出来的技巧和规律才是最有效和长久的。因此他编写的这本辅导书籍不仅有对具体技巧的详细解说，还进一步对其背后蕴含的数学原理进行推导剖析，提倡知其然，知其所以然，鼓励学生在理解的基础上进行自由思考、灵活 应用。

本书主要涉及小学、初中阶段数学知识点，按照难易程度排序，引导读者跟随章节逐渐深入，节节拔高，特别适合在常规课程学习外还学有余力的学生进行自我提高。

书中的例题讲解糅合了多种数学概念和解题方案，鼓励学生从多个角度观察、思考问题。同时对于每一单元的课后小练习，作者不仅在书后给出答案，更细致地呈现出“解题思路慢动作”，让学生在练习中再次巩固知识点，培养思维习惯。

同时，作者认为，数学知识及其教育方式应不仅仅囿于校园、用于考试。家庭乃至社会各个方面都应当引导、帮助孩子在具体的生活中应用数学。因此，书中有大量与生活相关的案例教学，将心算技巧的传授融入具体的生活场景中，这无疑对学生们的思维训练以及对真实世界的数感培养都有着非常大的帮助。作者还使用专栏来分享作者自己对于教育和社会发展的一些独到的看法，可以为读者提供宏观策略上的建议和指导。

这是一本“别具一格”的教辅读物，也正因此，希望各位小读者能通过本书体会到心算世界的魅力，学会从不同的角度灵活地看待和解决问题。享受乐趣，学以致用。

教育无边界字幕组

2017年11月


第1章　朴素的心算智慧


在辅导班教书的时候，我问学生：“你们怎么计算736-548？”话音刚落，几乎所有的学生都开始回答：“188。”“700-500等于200，48-36等于12。200-12就是188。”

“哇，这些计算方法你们是在哪里学到的？学校里可是学不到哦。”我问。

没想到，他们一股脑儿地倒苦水：“学校和辅导班都不教，我们也没有看什么书，只能多做题目，做多了自然就发现这种解法了。”这就像是打游戏的时候大家各自研究游戏技巧，最后总结出了相似的游戏“攻略”。

像这样不依靠书本、凭自己的经验总结提炼出的解题技巧，可以称之为“智慧”。正是这些“智慧”的累积决定了我们数学能力的高低。

“智慧”本是需要自己思索得来的东西，但若能将这些“智慧”分享给所有人也不失为一桩美事。在第1章里，我将带大家初识心算，一起看一看这些神奇的技巧。



01　如何计算79+47——心算有多种运算方法

加法计算有很多种操作方式。

比如，若想要心算79+47，除最基本的直接相加以外，还有很多种解法。

最简单的，先将79与40相加。脑中记好79这个数。这个数增加40，个位数仍然是9，所以将70加40后，稍想个位数便得到119，119再加7得到126。

再比如，首先将十位数相加（70+40）得110。接下来9与7相加得16，最后110加16得126。

从上述两例中我们可以看出，笔算基本是从个位数开始逐位相加，而心算则大多是从高位数开始相加。因为这样能更快地得出大体数值。

本节最后，再向大家介绍两种解法。

（1）将79看作80-1，与47相加后减1，即127-1，迅速得 出126。

（2）从47里借1给79，变为46+80，迅速得出126。

心算达人会像这样，尝试使用各种不同的心算方法，然后根据具体题目来选择效率最高的一种。如果能经常使用不同的方法来解题，还能避免很多因粗心大意犯下的错误。

那么，请尝试用心算来挑战下面这些题吧！


练习题


59+76=

47+56=

68+98=

147+48=

37+87=

49+88=

376+26=

379+495=

02　如何计算589+762——交换律·结合律

上一节中，我们将两位数相加得到三位数，现在要计算三位数相加，估计很多人又要头疼了。

其实我们只需选择一个自己喜欢的方法。

589可以看作500+80+9，762可以看作700+60+2，这样拆分成6个数字之后我们就可以随意排序、相加。

若计算中只含加法，那么无论怎样打乱计算顺序都不影响结果，这是因为有交换律和结合律作保证。

因此：

（1）589→1289→1349→1351

（将589+700+60+2依次相加。）

（2）1200、140、11依次相加得1351。

（依次计算500+700，80+60，9+2。）

以上两种都是很好的解题思路。

（3）58+76得134，末尾添0得1340。9+2得11，1340+11得1351。

这个方法也很不错。

事实上，我自己在计算三位数+三位数的时候，就是从以上三种方法中随机选择两种计算，二者答案一致即可放心。

得出答案后，让我们养成检查个位数的习惯。上面这道题如果不小心答成1352，那可就功亏一篑了！9+2的个位数只可能是1，所以个位数不可能出现除1以外的数字。


练习题


358+492=

762+973=

369+829=

678+456=

779+675=

03　如何计算398+567——10的整倍数

通常，我们的计算都是在十进制的基础上进行的。

大于10即进1位，我们遵循这种规则来计算。

因此，若出现10、100、1000等10的整倍数，计算就会变得非常 简单。

637这个数字有些“不上不下”，但700就是一个很好计算的数字。若计算1000+356，我们可以毫不费力地得出1356，但若要计算957+356就显得很困难。

计算398+567的时候，怎么看都觉得是两个“不上不下”的数字，让人觉得棘手。

但我们如果再仔细看一下，398是不是很接近400呢？计算400+567，我们可以立刻得出967，因为398+2得400，所以最终结果再减去2，得到答案是967-2=965。

在十进制中运用10的整倍数来进行计算，能让计算过程变得更顺利且快速。

例如，在计算99+298+197时，先计算100+300+200得600，之后再减去多加的1+2+3（和为6），即得594。

再告诉大家一个小窍门：在学习九九乘法口诀时，9，18，27，36，45，54，63，72，81，只看个位数我们可以观察到，它是按照9、8、7、6、5、4、3、2、1的顺序依次减1排序的。


练习题


599+463=

749+489=

294+1312=

466+597=

399+399+398=

999+99+9=

04　如何计算1000-632——找零计算法

下面让我们转向减法。本节标题中的算式是我们在商店买东西找零时常常会碰到的情况（日本常用面额为1000的纸币——编者注）。

在收银机还没有完全普及的时代，商店店员找零的计算能力想来一定是很强的。

我们同样分成三种方法依次说明，请任意选择自己喜欢的一种。

（1）将1000-632看作999-632，这时无需采用退位减法，所以相对简单。999-632即得367，再加1得368。

（2）将1000看作“990和10”。百位的9-6即得3，十位的9-3即为6，最后个位10-2得8。即可得到368的答案。

我在教孩子们这个方法的时候，他们很快便记住，口中还说着“噢！我们可以称这个方法为9-9-10法则哦”。

（3）在1000-632中，想一想，632还需要多少能到1000呢？（这个方法是我最常用的方法。）

首先，632只要加300，百位数就能到900，而再加60，十位数就能到90，这样就有360了。

这样加下来已经是992，所以最后只要再加8就足够了。

具体参照右图思路，答案即为368。

这种“找零计算法”同样适用于其他情况，如800-347。

[image: ]


先将百位数的3加到7，即加400，十位数的4加到9，即加50，最后将个位数的7加到10即加3，答案即为453。


练习题


1000-387=

1000-276=

10000-3726=

10000-568=

10000-1092=

700-252=

800-329=

500-205=

1-0.263=

05　如何计算1316-598——多减去一点

“10的整倍数”在减法中毫无疑问是非常实用的。上两节中，我们练习了1000-×××这样被减数为整数的计算。接下来我们看看当减数接近整数时，我们该如何处理。

以1316-598为例，如果是1316-600是不是就简单多了？

1300减600得700。十位数、个位数的16不动，立刻能得到716的答案。但这显然还不是原题的答案。

其实我们只是比原题“多减”了2，只要再将多减去的2还回来，就可以得到原题1316-598的答案718了。

让我们从头开始理一下思路：

（1）1316-598

→故意将598当作600，计算1316-600（多减去一点）得716。

→将多减去的2还回来，得718。

（2）假如你手里有1316颗小弹珠，一次性交给老师598颗，与先交600颗小弹珠，之后再让老师还回来2颗是不是一样的呢？

那么，用算式写出来是怎样的呢？请看：
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这就是我们的算式。

所以“故意多减去一点”的计算，实际上就是将（）中多减的数字表示为-（x-y）的形式，去掉括号就变成了-x+y。

多运用“多减去一点”的方法，在练习中自然而然就能理解它的 原理了。


练习题


1341-298=

796-199=

1281-189=

3.24-0.98=

5.12-3.96=

06　如何计算1012-676——减法与距离（“爬山时的减法”）

加法与减法是相逆的。因此，在思考“1012减去多少等于676”时，只需反过来思考，“676加多少等于1012？”

请看右图。

如果我们从图上676米高的地方开始向上爬，爬多少米可以到达1012米呢？

用上一节的方法，从676米到1000米需要324米。最后还剩12米，即676米到顶端的高度差为336米。
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即1012-676=336米。

换一种方式来看，我们先在下图的横线上用点标出676和1012的位置，题目就变成了计算从676到1012之间的距离。

[image: ]


因此在经过1000的时候，我们就可以将这个易于计算的整数单独 标记。

像这样，减法的概念和距离的概念就紧密结合在了一起。我们也可以将上图所示的676作为出发点（起点），将1012作为终点。

如果掌握了这种方法，等到高中阶段学习向量的时候，理解起来就非常简单了。
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比如，将右图的A点、B点的向量表示为[image: ]
 和[image: ]
 ，那么[image: ]
 就表示以A为起点，B为终点。


练习题


912-689=

724-569=

1036-784=

1025-788=

10036-987=

10021-2779=

07　如何计算827-339——“强弱减法”

假设A有827颗弹珠，B有339颗弹珠，请问A比B多多少颗弹珠呢？

假设两个人如下图给弹珠排列了顺序：
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排好之后，我们可以先比较800颗和300颗孰多孰少。

如果每个人都将小弹珠一颗一颗拿掉，拿掉第300颗以后B就没有了，而A还剩下500颗。这时A就会想：“太棒啦，我赢了500颗。”

接下来，将27颗和39颗做比较，当两个人各拿掉27颗以后A就没有了，而这回B多了12颗。

A想：“哎呀，这次我输了12颗”。

最后，将500颗和12颗比较，当A和B各拿掉12颗以后，A还剩488颗弹珠，而这时，B已经没有了。

我们来总结一下。

在比较A的827和B的339孰多孰少之前，我们如果先看百位就可以发现，A比B多了500。而看到后两位时，则可以发现B比A多了12。所以在最终对决时，将500和12相比，就可以看到，500比12多了488。

除了像上面这样对比外，我们还可以用如下算式表示：
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在上面的式子中，我们是将27转化成-（×××-27），熟练之后，这种做题技巧就能自然而然地加以使用。

其实，这个计算方法与“依次减去相同数字”的方法类似，我们可以像下面这样表示出来：

827和339→（依次减去300）527和39

→（依次减去27）500和12

最后500-12=488。


练习题


912-714=

345-57=

636-357=

523-435=

1542-656=

726-339=

12233-9344=
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专栏

心算发展史

如今在学校，大家对心算可以说是敬而远之。若学生用心算解题，很可能被老师批评说：“心算很容易出错，不准用哦。”“认真把笔算步骤写下来。”

数年前，以远山启为首的数学家们提出了“水管式教学法”，这个方法得到了当时大多数小学老师的支持。直到现在，我们仍然可以在公办教育中追寻到这个方法的踪迹。

“水管式教学法”认为，当时占据主流位置的“心算”阻碍了学生对算式基本框架的理解，认为加减法的教学应当像“水在水管里流动”一样系统化、体系化（模式化）。

这个方法对于那些不能够“一下子掌握心算”的学生来说，是可以“手把手教会”的好方法。所以，对那些经常接触“不是那么聪明的孩子”的老师来说，这个方法十分奏效。但是由于内容过于基本，不够深入，这个方法并不适合那些希望提高能力的孩子。

“水管式教学法”兴起后不久，心算就消失得无影无踪，“按部就班的笔算”成了学校教育的主流。如今，我们又迎来了启蒙心算、寻找两种算法之间的平衡的时代，这不得不说有一些讽刺。



08　如何计算364-（273-136）——排列·组合（凑整）

当我们遇到3个以上的加减法计算项时，思考如何将各项式组合起来是一个比较好的切入点。

比如，计算72+356+128时，如果按规矩从头开始依次计算是非常吃力的。但如果我们跳着观察各项就很容易发现，72+128等于200。接下来，只需将200加356就可以得到答案556。

因此，在计算只含有加减法的算式时，思考各项的顺序和组合，找出最简单的组合进行计算是非常重要的。

下面我们结合例子来看。

（1）356+487+644

按照上面的说明，我们只要先将356+644得到1000，就能顺利得出1487的答案。但如果不留心观察，直接计算356+487的话，就会非常 吃力。

（2）364-（273-136）

这是我们本节标题中出现的算式，如果遵守“从（）里开始计算”的规则，过程会非常烦琐。

但如果我们将（）去掉，则可以得到364-273+136，先计算364+136得500，再计算500减273得227，这样就简单多了。

（3）672-183-272

这道题我们先计算672-272得400，再减183得217。

（4）672-183-117

这道题和上一题比较相似，不过在这一题中，我们可以将183和117一起减去。即变换式子为672-（183+117）。183+117得300，再用672减去300，得到372。

虽然每道题都需要像这样具体情况具体分析，但我们可以发现，尽量凑“整数”是不变的宗旨。


练习题


729+438+171=

900-477-223=

382-（309-218）=

731-283-211=

645-（455-283）=

09　如何计算8.3-0.492——可以瞬间完成的小数减法

小数加减法同样可以用心算完成。在十进制中，小数计算同样遵守基本的计算法则。

但是从以往的教学经验看，遇到小数计算就一下子束手无策的孩子不在少数。

比如，你会计算下面的两道题吗？

（1）10-0.04=

（2）3.5-1.51=

如果我们在看到这道题时一下子卡住，想着“哎呀，各个位数都混到一起了”，那就是还没有掌握方法。

第（1）题我们可以想成是1000-4，算好后变换小数点，得9.96。或者先计算0.04到1还需0.96，接下来1到10还需9，所以最后答案 是9.96。

第（2）题我们可以采取“强弱减法”的方法，前后项均减去1.5，得到2-0.01，最后得出1.99的答案。

这样一来，标题中的8.3-0.492也显得简单多了吧？

8比0多了8，0.492比0.3多了0.192，所以最后我们只需计算8-0.192，就可以得到答案7.808。

再比如计算1.02-0.486时：

若使用“爬山时的减法”：从0.486到1需要0.514。最后再加0.02，得到0.534。

若使用“强弱减法”：只需要计算1-0.466，即得出0.534的答案。

最后，先试着解答下面这道题，做出来的同学才可以接着做后面的练习题哦。

100-11.001=

答案为88.999。

这道题如果找对方法其实非常简单，不过，很多孩子可能光是看到问题就觉得烦躁了。


练习题


1-0.72=

10-0.72=

2.72-0.74=

3.16-1.32=

7.07-1.08=

50-19.189=

8.5-3.607=

10　如何计算38×7——两位数×一位数

在乘法心算中，最重要的法则是“乘法分配律”。

以38×7为例，我们进行如下计算。
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可以参考右上方的面积图来看左侧的计算流程。

我们可以想象一下，假设有7块豆饼，每一块豆饼上都有38颗小豆子，那么，当我们计算所有豆饼上小豆子的总数时：

7个30颗小豆子的豆饼

7个8颗小豆子的豆饼

可以像上面这样分开计算之后再相加，就可以得出答案。

心算本题时，我们需要在3×7=21的后面添0，并将得到的210记在脑中，在最后得出7×8=56后，将二者对接。

也就是说，计算一共分为两个阶段：将第一阶段的答案记住，与此同时进行第二阶段的计算。

对于刚开始学习的朋友来说，这可能需要花一些时间来适应，但当我们掌握了这种方法，就会慢慢发现它的有趣和实用之处。

我们可以先试着挑战简单一些的题目，如12×7，之后再慢慢挑战 难题。

除此之外，还有以下解题思路，我们可以看情况选择合适的方法：

（1）乘以9（看作10减1）。

例：17×9=17×（10-1）=170-17=153

28×9=28×（10-1）=280-28=252

（2）乘以39 （看作40减1）。

例：39×7=（40-1）×7=280-7=273

49×8=（50-1）×8=400-8=392


练习题


13×8=

19×7=

26×6=

38×4=

63×9=

47×5=

58×7=

29×8=

11　如何计算395÷2——一半是多少（1）

除以2是最为简单的除法计算，即求某数的一半是多少。

偶数除以2相对简单，而奇数除以2就有些难了。

8除以2得4，7除以2得3.5。当除数为奇数时，商为小数。

那么，我们应该如何计算标题中的395÷2呢？我们在这里使用的原理实际上与笔算一致：

（1）将395的3除以2得1，看作100。余1留到下一步。

（2）将百位上余下的1和十位上的9对接，19除以2得9，看作90。余1留到下一步。

（3）将十位上余下的1和个位上的5对接，15除以2得7.5。

这样，得到答案197.5。

仔细观察可以发现，其实我们一直在进行从大至小依次除以2，遇奇数余1留到下一步的工作。

因此，在遇到两位数的奇数，尤其是11、13、15、17、19时，能否迅速得出答案非常关键。

习惯之后，遇到75839÷2后：

（1）判断是否需要余1留到下一步。

（2）迅速除以2。

结合好这两个步骤，依次将7、15、18、3、19除以2，得3、7、9、1、9、5。

在脑中迅速浮现出这些数字的排列，“三、七、九、一、九、五”，注意小数点，即得答案37919.5。


练习题


523÷2=

7117÷2=

9999÷2=

37865÷2=

91735÷2=

13.7÷2=

11.1÷2=

5.07÷2=

35.91÷2=

12　如何计算54×15——一半是多少（2）

在乘法计算中，求某数的一半可以看作是“乘以0.5”。

计算54×0.5时，我们可以看作是将54分成一半，即得27。或者先将54乘以5，之后将小数点向左挪一位得出答案，这个方法也非常简单。

我们举5个具体例子。

（1）3.4×1.5

1.5　倍即为“将自己和自己的一半相加”，即3.4+1.7=5.1。

（2）54×15

这是标题中的算式，将54的10倍和其一半（54的5倍）相加即可，即540+270=810。

（3）42×0.15

同样先计算42乘以1.5，之后将小数点向前挪一位得出答案。

42+21=63 ，答案小数点向前挪一位为6.3。

（4）23×0.35

先计算23×3.5，之后将小数点向前挪一位得出答案。

23的3倍为69，23的一半为11.5，将二者相加得80.5，小数点向前挪一位得8.05。

（5）54×0.55

乘以0.55相当于将“0.5倍”和“0.05倍”相加，即“将一半和小数点前挪一位的一半相加”，即27+2.7=29.7。

当然，我们也可以将式子看作54×55，先计算54×5=270，再将270进一位得2700，二者相加得到2970。最后小数点向前挪两位得29.7。这个方法也很不错。

说到底，心算其实就是试着运用不同的方法进行计算。


练习题


74×1.5=

46×15=

92×0.15=

27×3.5=

62×0.55=

38×1.55=

13　如何计算13×73——两位数×两位数（心算明星题）

两位数×两位数可以说是心算中的明星题。

我们甚至可以说，这项计算的快慢直接关系到心算能力的高低。

那么，我们该如何计算13×73呢？

请看右图。

这是一个宽13、长73的长方形，它的面积大小表示13×73的大小。

看图即可发现，a的面积为730，b的面积为210，c的面积为9。将所有和相加，得到949的答案。

如下，是老师此时的思路：

[image: ]


① 有10个73，所以先得到730。

② 将730记在脑中进行下一步计算。

③ 接下来有3个73。

④ 可以立刻计算出73×3得219的人不用看这一步。

如果不能立刻算出，我们可以先计算3×70得210，记在脑中，再计算3×3得9，二者相加得到219。

⑤ 最后在脑中计算730+219，得到949。

为了解释得更清楚些，我特意将过程写得长了一些，实际做起来速度是非常快的。

那么，我们该如何计算47×83呢？

这道题难一些。50个83得4150，然后减去3个83即249得3901（可以先减250再加1）。

做类似题型时，最重要的是要找到易于计算的组合。上面的例子中，如果将47×83看作47×80+47×3，计算起来相对简单，但如果分解成83×40和83×7，计算起来就相对复杂了。

因此，在进行复杂的心算时，能否牢记数字、找到最佳分解法是非常关键的。


练习题


74×12=

86×11=

73×16=

69×51=

48×22=

43×24=

14　如何计算75×32——分解质因数

做加法时，我们可以将算式746+38看作746+30+8，即将38分解成30和8，分两个阶段进行计算。

同样的，一些乘法题我们也可以通过分成两个阶段来简化计算。

以标题为例：

75=3×5×5    32=2×2×2×2×2

将这些数全部相乘，即：

[image: ]


但是在这道题中，如果我们一股脑儿将75和32因素分解（分解为各因素的乘积），效率反而会有所下降。

那么，我们应该怎么做呢？

（1）将原式分解为75×2×16，而后变为150×16，进而变为150×2×8，计算300×8得2400。

（2）熟练的同学可以直接记住75×4得300，那么75×4×8=300×8=2400。

（3）我们基本上都知道25×4=100，那么75=3×25，32=4×8，3×8=24，后面再添两个0即得2400。

熟练的同学可以使用上述方法迅速得出答案。

这些方法多用于计算整数×整数，尤其是一边末位为5，另一边为偶数的题目。

本质上是运用了5×2=10（可以得到整数的计算）。

比如，26×35可以看作先求26的一半，再求35的2倍，即13×70，从而迅速得出910的答案。

同时，在计算此题目的过程中，我们会频繁接触到如25×4=100，75×4=300，125×8=1000等式子，可以记住这些答案，进而直接运用在计算中。


练习题


24×45=

18×35=

65×42=

125×28=

3.5×16=

7.5×52=

56×12.5=

15　如何计算3.5÷140——除法即分数

整数四则运算的得数不全是整数。整数+整数，整数-整数，整数×整数，这三种计算的答案均为整数，但整数÷整数，其得数就不一定是整数了，可能是分数。

分数也被称为“从除法中演变出的数字”，在具体计算中，我们经常会将除法和分数结合起来思考。

比如，如果我们采用“笔算”来解标题中的算式，过程会显得非常复杂。但是若我们能够彻底理解“除法即分数”的含义，养成将除法转换为分数的习惯，那么这个问题将会变得非常简单。

心算如何做呢？

首先，我们将它转换为[image: ]
 。然后分子分母同乘以2（与约分相反，乘以倍数计算）得[image: ]
 ，约分得[image: ]
 。

到这里我们可以将结果直接作为答案，也可以再转化为小数。

将[image: ]
 的分子分母同乘以2.5，得[image: ]
 ，答案即为0.025。

这一步的重点是将分母变为100，充分利用10的整倍数。

运用熟练之后，我们可以迅速将3.5÷140的“除数”“被除数”同乘以2，将7÷280变为1÷40，甚至可以很快看出3.5的40倍为140，得出[image: ]
 。而后，我们迅速将[image: ]
 变为[image: ]
 ，这个式子即表示将的小数点向左移一位，得0.025，达到炉火纯青的心算境界。


练习题


9÷12=

8÷40=

1.4÷5.6=

7.2÷16=

13÷10.4=

8÷2.5=

9.9÷7.2=

1.8÷72=

16　如何计算37÷0.2——小数和分数的相互转化（1）

在计算÷0.5、÷0.2、÷0.25这样的式子时，我们不必直接除，可以先做如下转化：

÷0.5→×2  ÷0.2→×5  ÷0.25→×4

这样计算就简单了许多。

我们再将小数转换为分数：

[image: ]


对比两种转化方式我们可以发现一个规律，即“除以分数相当于乘以它的倒数”。例如在计算5÷0.25时：

[image: ]


我们可以迅速找到这种转化的感觉。

因此，以本节标题37÷0.2为例，我们可以立刻将37乘以5得出185的答案。

同样，解3.7÷0.5时，将3.7乘以2即得答案7.4。

解5.26÷0.25时，将5.26乘以4即得答案21.04（计算5.26×4时，我们可以先计算4×5=20，而后0.25的4倍得1，最后0.01乘以4得0.04）。

这种将除数转化为分数后再进行计算的方法，对于上述这些特殊的数字运算非常有效，但若遇到如下（1）～（3）的情况，这种方法。并非全部适用，我们应该尝试活用多种方法。例如：

（1）在做2.1÷0.35时，可以将0.35乘以2得0.7，再乘以3得2.1，答案即为2×3得6。

（2）在做64.05÷0.21时，可以先忽略1.05，将0.21乘以300得63。余下的1.05正常除以0.21即得5。最后合起来得305。

（3）在做0.39÷0.65时，可以先同乘以100得39÷65，再同时“约分”13，得3÷5=0.6。这种方法比较迅速。

如果拿到题目不加以辨别就直接转化为分数，很可能会影响做题的效率。


练习题


3.7÷0.5=

579÷0.2=

3.6÷0.05=

0.02÷0.25=

5.56÷0.5=

3.6÷0.2=

3.7÷0.2=

58.5÷0.45=

69.02÷1.7=

17　如何计算21÷3.75——小数和分数的相互转化（2）

除0.2、0.5、0.25以外，还有没有其他比较特别的小数呢？

0.75、0.125、0.375、0.625、0.875、0.4、0.6都属于这种十分特别的小数。

大家有没有发现，这些数其实是以4、8、5作为分母的分数：

[image: ]


所以若要计算以上数字的除法，只需乘以它的倒数即可。

不过，像0.375、0.625、0.875这样以8为分母的分数似乎比较难记。

为了解决这一问题，首先记住0.125等于[image: ]
 。由此可以导出下式：

[image: ]


在十进制中，当小数转化为分数时，分母必定是10的乘数，约分后再进行质因数分解，只能得到2和5。所以平常做题时，记住以2、4、8、5为分母的分数就基本足够了。同时，[image: ]
 是[image: ]
 的3次方，1的一半是0.5，0.5的一半是0.25，0.25的一半是0.125。记住这些，计算会变得十分简便。

接下来，标题的21÷3.75也有两种解法：

[image: ]


熟练之后，我们可以自由选择自己喜欢的方法来解题。


练习题


15÷0.625=

21÷8.75=

300÷37.5=

49÷87.5=

21÷12.5=

18　如何计算7.2÷0.18——分两次运算除法

首先，以标题7.2÷0.18为例。

与加减法互为逆运算相同，乘除法也互为逆运算。以0.18为中心，它的多少倍是7.2呢？

[image: ]


不管采用哪一种思路，最后的答案都是40倍。

当然，我们也可以将原式看作72÷18=4，之后移动小数点得出40。但对于那些对数字不敏感的同学来说，这里很容易将小数点移错位置，答成0.4等离谱的答案。

若被除数大于除数则答案不可能小于1，这是非常明显的。但数感不好的学生容易犯这种低级错误。

因此，熟悉这类题型之后，我们可以先对答案的大小做一个预判，问一问自己，答案是一位数还是两位数？或者答案是整数还是小数？

这样一来，在算出72÷18为4之后，我们可以通过经验得出“答案应该是一个两位数，所以是40”的结论。

不过在初级阶段，本节一开始提到的以“除数”为中心，分两次运算的方法错误率相对较低。

我们来看两个适合这个方法的具体例子。

（1）5.4÷0.15

[image: ]


0.3和0.9是比较明显的中继点。


练习题


7÷0.14=

52÷1.3=

0.9÷45=

27÷0.15=

1.8÷2.25=

19　如何计算1134÷42——用约分做除法

这道题如果沿用上一节的方法，则需要分多次运算。

比如272÷16（本题较为简单），可以将除以16看作是除以2，再除以2，再除以2，再除以2，通过4次操作可得到答案17。

这与约分是十分相似的。

将272÷16转化为分数，上下共同约分4次，效果和上述方法相同。这就是“用约分做除法”。

那么，这个技巧适合哪些情况呢？

当“除数”为一位数×一位数（10以内的数）时，这个方法非常 奏效。

以标题中的式子为例，42=6×7。通常而言，一位数的除法是比较好做的，“除以42”可以看作是“除以6再除以7”，分两次进行运算（上下先约分6，再约分7）。

1134÷6  →  189÷7  →27

答案即27。

我们再举一个难一些的例子，这种情况下快速转化成分数进行约分可能是最好的办法：

39÷84÷52×28

我们将84和52置于分母（分数线下面）位，将39和28置于分子（分数线上面）位，转化为易于约分的形式：

[image: ]


28与84上下约分，分子留1分母留3。39和52上下约分，分子留3分母留4。最后，将上下的3约分即得分母为4，分子为1。

答案可写作“[image: ]
 ”或0.25。


练习题


1085÷35=

3006÷18=

3213÷63=

5616÷48=

72×39÷117=

35÷133×418=

51÷4÷221÷39=

20　如何计算30÷21——判断是否可以除尽

笔算标题30÷21时，我们会发现答案是除不尽的：

1.42857142857142857  ……

得数会像这样按照142857的序列无限循环。

我们称这种持续循环的小数为循环小数。学会判断某数是否可以除尽是一个非常重要的命题。

为什么这样说呢？因为如果不清楚如何判断，我们在做题时很容易陷入“说不定最后可以除尽”的想法，浪费大量时间进行运算。

下面，我们来学习一下除尽的条件。

我们学过，当分母是：

10  100  1000  10000  ……

这样的10的整倍数时，算式可以除尽。

以上数字均为10的多次方。2×5得10，约分后分母不会出现2或5以外的数字。

因此，除尽的条件为：“将除法算式转化为分数形式并约分至最简分数，若分母质因数分解后只余2或5，则该算式可除尽。”

我们也可以表述为，若分母只含2或5，则算式结果一定可以用有限小数表示。

需要注意的是，约分至最简分数是进行判断的必要条件。比如，在计算21÷24时，[image: ]
 可拆为[image: ]
 ，此时分母中含有数字3，但约分至最简分数[image: ]
 后，分母为2×2×2，不含“除2或5以外的任何数字”。因此，该结果可用有限小数表示。

以往年小升初考试题为例进一步探讨。

“[image: ]
 转化为小数，可以数到小数点后多少位？”

思路：将分子分母同乘以5×5×5，可得到分母10000（含4组2×5），所以答案为“小数点后4位”。

那么，运用这个方法，你能否立刻说出1÷625的答案？

将算式转化为[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 后，答案显而易见。


练习题


计算下题，可以除尽的请用小数表示，除不尽的用分数表示。

21÷375=

32÷384=

9.1÷3.25=

[image: ]



专栏

死记公式与忽视公式的弊端

做题时死记硬背、纯粹套用公式的孩子不在少数。这些孩子虽然大多数时候可以得出最后的答案，但他们对其背后的原理不甚了解。这就是分数为王的弊端。

另外，为了杜绝此类弊端，也有教师要求学生“不可以背公式”，认为孩子“只要理解推导方法就足够了”。这种教学方式也是不可取的。

就在前两日，有一位高中教师找我倾诉烦恼。他感叹道，自从初中教学计划明确规定“教师只允许给出推导方法，不允许给出二次方程求根公式”之后，有非常多的学生升入高中以后遇到二次方程，还是只会“从头开始按步骤求平方”。“每天上课就像做复建一样”进展缓慢。是啊，这样一来学生计算速度大受影响，上课内容自然无法推进。

虽然也有教师认为负负得正，但对于那些尚不理解“公理”“数系扩充原则”等高级概念的初学者来说，这对他们并没有用处。

理解推导方法及其原理是基础，但“熟背”重要公式同样必不可少。先记下公式，之后再深入思考其原理有时也是可取的（但之后必须抽时间好好思考）。



21　如何计算[image: ]
 ——分数加减法的根本

分数之间的加减法并不难。通分之后与普通的加减法计算没有太大区别。但是，也有一些计算需要我们下功夫，比如：

以标题[image: ]
 为例，将分母通分，8和6的最小公倍数为24，得：

[image: ]


但是，若执意将分母通分为8×6=48，也可以得出答案：

[image: ]


原理见右图。

很多学生会觉得这种方法更轻松，不用算“最小公约数”。

[image: ]


动动脑筋，我们再换种思路：

先算出[image: ]
 ，再乘以5。

整合这些思路，我们便可以厘清分数加减法的根本原理。

当然，我们可以使用本书中列举的所有加减法技巧来做分数的加减法。例如：

[image: ]


计算上式时，我们可以用2减去[image: ]
 ，从而迅速得出[image: ]
 。


练习题


[image: ]


22　如何计算[image: ]
 ——距离减法·分数篇

做这类题时，学校通常是这样教学的：

首先通分，化为

[image: ]
 。

此时若直接计算

[image: ]
 则得到负数，所以向5借1，变形为[image: ]
 。

最后运算减法，得[image: ]
 。

不过我在心算的时候几乎没有用过这种方法，我是如何做的呢？

[image: ]
 只要再加[image: ]
 就可以得到1，之后再加4就得到5，最后再加[image: ]
 就可以得到[image: ]
 了。

所以，解题时只要

[image: ]
 与[image: ]
 相加，之后再加4就可以了。用这样的思路很快就得出[image: ]
 的答案。

这其实是距离减法的应用。图解如下。

[image: ]


大家看明白了吗？


练习题


[image: ]


[image: ]


23　如何计算[image: ]
 ——“强弱减法”·分数篇

本节标题中的算式与上一节相似，像普通整数减法运算一样，分数减法也可以使用“强弱减法”的技巧。

以标题算式为例：

（1）1与0之间，1比0多1。

（2）[image: ]
 与[image: ]
 之间，[image: ]
 比[image: ]
 多[image: ]
 。

（3）最后剩下1和[image: ]
 决战，得出结果[image: ]
 。

本技巧适用于所有需要进行退位减法的算式。其中，对如下算式特别有效。

（1）各项分子均为1时。

例：[image: ]


5与2之间，5比2多3。

[image: ]
 与[image: ]
 之间，[image: ]
 比[image: ]
 多[image: ]
 =[image: ]
 。

最后将余下的两数相减，得

[image: ]
 。

（2）分数部分相减，得数分子为1时。

请仔细观察下列算式。

[image: ]


这些算式的得数均遵循“分母为双方分母的乘积，分子为1”的规律，如果能记住这个规律，我们的运算速度将大大提高。

[image: ]



练习题


[image: ]


24　如何计算[image: ]
 ——分数的乘除法运算

分数的乘除法运算基本上是考察我们的约分能力。

尤其是[image: ]
 形式的算式，将[image: ]
 对角线上的数相互约分是解题关键。

很多同学认为，约分时若不集中注意力、时刻牢记约分后的数字和各数字的位置，答案很容易出错。

例如，在计算[image: ]
 时，按步骤，我们可以将化为[image: ]
 的两数先相乘后约分。不过在分数乘法中，我们可以将两数先约分后相乘：

首先，将左侧分子18与右侧分母9互相约分，“左侧分子余2”。

然后，将右侧分子10与左侧分母5互相约分，“右侧分子余2”。

“二二得四”，答案即为4。

整个计算过程需要快速完成，期间，我们的注意力必须集中在“分子余几”“分母余几”上。

以标题算式为例：

（1）（）中两数的分母均为13的倍数，分子均为11。

[image: ]


（3）因此，我们将[image: ]
 留到最后，先计算[image: ]
 ，变形后，将左侧分子52与右侧分母13互相约分，左侧分子余4。约至最简分数后，乘以刚才的[image: ]
 （分子余4、11，分母余7、6）得[image: ]
 ，约分后为[image: ]
 。

当然（如果记得住），可以将分子分母的4和6互相约分之后再得出答案。

我们将问题变一下，若题为[image: ]
 ，该如何下手？

这种情况下我们可以先不计算（）内的内容，使用乘法分配律即可快速运算。

下图为解题思路：

[image: ]


心算使得我们可以根据具体题目自由选择“适合的方法”，所以我们必须积累经验总结出自己顺手的方法。

之前我让学生计算[image: ]
 的时候，发现竟有人特地将算式规规矩矩地化成[image: ]
 后再进行计算，其实这里只需直接计算4÷2即可得出分子 为2。

拿到题[image: ]
 ，大家是否能够一下子得出答案？

解：分子为16÷2，分母为9÷3，得[image: ]
 。实际上，有相当一部分同学存在“如果不将除数的分子分母倒过来计算，就觉得不放心”的情况。

分数计算是学生在小学阶段所能接触到的最难的计算之一，但是，只要我们积累足够的经验，很多复杂的计算都可以通过心算来解决。


练习题


[image: ]


25　如何计算60亿÷300万——超大数字的除法运算

这是我在初中教书时发生的事情。课后，我突然想起一事，于是让学生心算这道题：“假设世界总人口数是60亿，某国人口为300万人，世界上所有的国家人口数都相同。请问，世界上共有多少个国家？”

当时我把世界总人口设定为60亿。这个数字听起来相当麻烦。

这些初中的孩子面面相觑，一个学生当即沮丧地说“我最不会解这种题了”。10秒后，另一个学生给出了“200”这个明显不靠谱的答案。而且，我虽然明确要求大家只能用心算，但还是看到一个学生偷偷在本子上写了很多个0。

其实，大家都意识到了这实际上“就是做单纯的除法”，但由于“位数过多”不能迅速得出结果。

那么，我们该如何解这道题呢？

（1）300万的10倍为3000万，100倍为3亿，1000倍为30亿。这样依次乘以10、100、1000，乘够位数后乘以2，即可得答案2000。

（2）将题目变形为60亿÷0.03亿，60÷0.03=60×[image: ]
 ，得2000。

（3）将60亿和300万同时除以10（约分）得到6亿和30万。再除以10得到6000万和3万。此时单位相同，所以只需计算6000÷3，得2000。

上述任意一种方法都可以使用，我们起码要学会心算这样数量级的算式。学会之后，当我们再看到新闻里频繁出现的人口数、金额数和各类统计结果时，就可以更好地理解其背后的含义。


练习题


2万6千×12×100万×15=

26兆÷6500万=

520兆÷650万=

1亿2000万÷80÷60=

9000万×1万3千=

4万×7.5×500=


专栏

学得到的知识与学不到的知识

“将4个人两两分为一组，你有多少种分法？”

解题时，有学生立刻动笔将4个人标为A、ʙ、C、D。也有学生立刻说“假设我是A，那我可以和剩下的3个人任意结成组，所以一共有3种方法”。

那么，用后一种“动脑找窍门、找思考方式”的方法答题的学生是从哪里学到的呢？

我虽然也一直用后一种方法答题，但这究竟是从哪里知道的，我自己也说不清楚。这可能就是“学不到的知识”。

如果一题一题地教，或许所有人都可以学会这种方法。但世界上有无数这样的“小知识”，我们不可能全部教完。

我想，正是因为有这些教不会的知识存在，才会让学生的学习成绩之间产生天与地的差别。与“学得到的知识相比”，“学不到的知识的累积”对学生学习能力的影响更大。

所以，相较于“找一个好的老师”，也许“养成勤动脑的习惯”才更重要，这才是学习的真谛。




第2章　深谙数学规律背景的心算


除运算法则外，数学还包括许多定理、规律。如果无法记住并很好地运用它们，我们的心算学习将受到影响。

有一些较为高级的技巧，若我们不了解它背后的规律，那我们在做题时是无论如何也用不出来的；若我们对其一知半解，做题时也很容易担心“这样做真的可以吗”，最后仍然是无法自如使用。

如果能够洞察这些规律，并从心底认同它、了解它，我们的计算水平立刻会达到一个新的境界。之后每次运算，我们都可以自然而然想起这些技巧背后蕴含的定理和规律。

达到这个境界后我们会知道，“虽是计算，不可小觑”。虽然只是在做计算题，但我们经常需要接触到它背后包含的数学定理和规律，这可以让我们的数学实力得到快速的提升。

那么，像这样包含了极强数学规律性的运算有哪些呢？



26　如何计算126+123+127+126——利用平均的概念

标题中的算式是非常简单的加法运算，面对这些计算题，有人规规矩矩按顺序相加，也有人采取笔算，但我认为这些方法都不甚完美。

算式中的4个数字都接近125，所以，它们的平均数也应当接近125。

假设125为平均数，则和就是500。

计算到这里还没有结束，接下来我们要考虑式子与“平均数为125”的假设的出入。

126=125+1 123=125-2

127=125+2 126=125+1

因此，+1-2+2+1=+2。因此，标题算式的答案为500+2=502。

这种思考方法与“伪平均数”的思考方式相近。

在计算数值相近的数字的平均值时经常会用到伪平均数法，如下：

假设我们需要计算5位身高为136.7厘米、138.2厘米、141.2厘米、142厘米、142.1厘米的同学的平均身高。

当然，我们可以依次相加再除以5，但这种方法过于烦琐。

事实上，我们可以取140为5个数的平均值，再考虑其与算式的出入。

这样我们会立刻发现，最后3个人共多了5.3厘米，第一个人少了 3.3厘米，这4个人总计多了2厘米。最后减去第二个人的1.8厘米，则总共多了0.2厘米。将0.2除以5，得0.04。

所以他们的平均身高为140.04厘米。

分解步骤：

将（136.7+138.2+141.2+142+142.1）÷5化为式子（140+140+140+140+140）÷5=140和式子（-3.3-1.8+1.2+2+2.1）÷5=0.04。

这样的计算题不用对原式数字一一关注，只需牢牢把握规律即可。这对我们今后观察统计表中的相似数据非常有帮助。


练习题


98+103+132+99+96+101=

32.6+34+42.3+35.5+43.8+42.7=

（181+194+197+212+201）÷5=

27　如何计算1+4+7+10+…+31+34——等差数列求和

按一定次序排成一列的数被称为数列。其中最具代表性的为等差 数列。
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像这样，相邻两项之差相等的数列即为等差数列。

等差数列求和时，我们有特别的方法。例如用“平均”的思路来解标题中的算式：

34-1=33，33÷3=11，因此从1起至34共含12个数。首先心算得出这一结论。

接下来，将数列按照“最大数与最小数”“第2大的数与第2小的数”的方式分组，各组平均即为（1+34）÷2=17.5。

比如，“第2大的数与第2小的数”的平均数即为（4+31）÷2。这里的计算技巧为：将4看作1+3，将31看作34-3，双方抵消，最后即为（1+34）÷2。

像这样，每一组的平均数都相同，因此全式的平均数当然为17.5。共有12组平均数为17.5的数，因此答案为：17.5×12。

稍等一下，这个计算似乎不轻松呀！

那么，让我们再仔细思考一下此运算背后的原理：

（1）第一项与最后一项的平均数为全式的平均数。

（2）平均数乘以项数即为和。

所以我们可以将算式改为：

（第一项+最后一项）÷2×项数  ……☆

因此，在运算标题中的算式时，将（1+34）÷2×12化为35×6再进行计算，速度会大幅提高。答案为210。

标☆的式子被称为“等差数列求和公式”。

本公式在高中阶段才会出现，除上述内容以外，其实还有两种推导方法。不过现在让我们先理解好最基本的平均思想，在运算中大显身 手吧！


练习题


1+2+3+4+5+…+99+100=

9+15+21+27+33+39+45=

2.8+3+3.2+3.4+3.6+3.8+4+4.2=

28　如何计算1+3+9+27+81+243+729——等比数列求和

与等差数列齐名的还有等比数列。
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等比数列中，相邻两项之间的比相同。

等比数列求和时，我们也有特别的方法。以标题为例，此处介绍适合中小学生和高中生的两种解法：

（1）中小学生

① 观察1、3、9、27、81、243、729。

②  各项乘以3，得到3、9、27、81、243、729、2187。与①进行比较（注意：此时各项的和是“答案的3倍”）。

③ 我们可以观察到许多相同项，区别只在2187与1。

④  其中，“②的各项之和”与“①的各项之和”之间相差了2倍。

因此，答案为（2187-1）÷2=1093。

（2）高中生：

展开公式：（1-x）（1+x+x2
 +x3
 +…+xn
 -1）=1-xn


设首项为a，后一项数值的次数均为前一项的p倍（公比为p）的等比数列，求首项到n项的和。
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如上式所示，公式的分子部分为：数列尾项乘以公比（apn
 ）减首项（a）；分母部分为：公比减1（p-1）。

依照上式，分子部分代入729×3-1，分母部分代入公比数3减1得2，答案为1093。


练习题


1+2+4+8+16+32+64+128+256+512+1024=

7+21+63+189+567=

3+12+48+192+768+3072=

29　如何计算[image: ]
 ——掌握差分

相信很多人见过这种“似乎挺有规律的、奇特的分数加法运算”。从小升初考试到高考，类似的计算题屡见不鲜。

就让我们用心算来解开它们背后的奥秘。

实际上，这种计算题大多以如下两种算式为基础演变而来。
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仔细观察可以发现，这可以看作是分母为两数之积，分子为两数之差的算式的变形公式。

（2）想象一组任意数，如：

1   4   8   10   19

取相邻两数的差（右-左）称为“求数列的阶差或求差分”。
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此时，再结合（1）的公式，我们可以自己制造出一道算式：
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如上式所示，中间的分数项全部正负相抵（变为0），只余首尾。这是一个非常华丽的运算过程。

因此，若将①式的变形公式应用于“数列的差分”，我们可以自己写出许多相似的算式。

以标题为例，将算式还原得到：
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因此，
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此类题目具有固定的形式。熟练之后，相较于得出答案，我们或许更可以体会到自己列数、自己出题的乐趣。

那么，下面的习题我们将给出一系列数列，请根据这些数列自己出题，然后作答。


练习题


1   3   5   7    9

1   4   9   16   25    36

1   2   6   24   120   720

1   2   4   8     16    32     64


专栏

珠算式心算有效吗？

心算达人经常会向我们推荐一些特殊的心算法。其中，珠算式心算颇具代表性。

那么，珠算式心算究竟能发挥多大的效果呢？

从结论上来说，“若单纯考虑计算速度，或希望心算过程如杂技一般精彩纷呈”，那么珠算式心算的确有效。

珠算式心算，即以“算盘”为工具，将它的浮动变化描绘到脑中进行四则运算的特殊计算方法。它运算速度极快，可适用于三位数以上的计算，有助于培养孩子在脑中形成影像的习惯。

然而，珠算式心算并不能培养我们的“数学能力”。数学的学习，本质上是指对概念、规律和原理的学习。深入领会交换律、分配律等规律法则，才是提高数学能力的关键。我在本书中推荐的正是这种包含了数学规律的心算方法，并不局限于单纯的计算。

相较于“边动脑边领会数学规律”，珠算式心算更像是一门“培训特殊技能”的技术。因此，虽然它的确可以帮助我们大幅提高计算力，作为一项技能更是令人十分尊敬，但事实上，它与“数学能力”的提高之间没有太大的关系。



30　如何计算1×2+2×3+3×4+ ……+9×10——∑n（n+1）的计算方法

我曾观摩过高中生智力问答比赛的盛况，赛中出现了一些计算题。比如下式：

1+4+9+16+……

问：此数列（每一项都为整数的完全平方数）从第1项加到第200项的总和是多少？

10多秒钟后，心算完毕的高中生们“噢”的一声激动地喊了出来。这个问题其实并不难，只要知道公式，我们大家都可以轻松得出答案。
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“1加到第n个完全平方数的总和为，n与（n+1）、（2n+1）的乘积除以6。”这个公式我们将在初中学到，需要背诵。

因此，上述智力问答题只需将n=200代入，心算200×201×401÷6即可。计算时可采用“除法即约分”的方法。将式子变形为100×67×401，“400个67是26800。加67得26867，再加两个0即得2686700”。

公式可以发挥巨大的作用，但一味套用、死记硬背也多有弊端。

理解它的推导方式能帮助我们更好地应用。

那么，这个公式是如何导出的呢？

我们以标题为例进行说明。很多人无法一下子找到解题思路，我们按如下方法来记。

① 将原式转化：1×2=（1×2×3-0×1×2）÷3。

等号右侧（）中1×2相同，所以（）里可化为1×2×（3-0），除以3后得1×2。

② 同样地，将2×3，3×4，……，进行变形：

1×2=（1×2×3-0×1×2）÷3

2×3=（2×3×4-1×2×3）÷3

3×4=（3×4×5-2×3×4）÷3

4×5=（4×5×6-3×4×5）÷3

5×6=（5×6×7-4×5×6）÷3

6×7=（6×7×8-5×6×7）÷3

7×8=（7×8×9-6×7×8）÷3

8×9=（8×9×10-7×8×9）÷3

9×10=（9×10×11-8×9×10）÷3

如上，变形完毕（为方便理解，中途没有省略步骤）。

我们能够清楚地看到，等号左侧的算式全部相加即为标题中需要求的算式。等号右侧也是一样的。

仔细看等号右侧，÷3是共通的，所以我们把它留到最后一起计算。

若将（）中的所有项全部相加，大多数都会互相抵消。最后只余9×10×11-0×1×2，后者为0，所以最后只余9×10×11。

最后再计算9×10×11÷3，即得答案330。

由此我们很容易得出结论：通常在计算1×2+2×3+…+n（n+1）时，得数为n（n+1）（n+2）。

那么，若从1×2中减去1，式子就从2个1变成了1个1，即余1×1。

若从2×3中减去2，就变成了2个2，即余2×2。按照这个思路思考，我们可以得出“想要计算1×1+2×2+3×3+…+n×n时，只要计算1×2+2×3+…+n（n+1）后减去1到n的所有数的和即可”的结论。

因此只需计算n（n+1）（n+2）÷3-n（n+1）÷2，（1到n项的求和方法请参照本书第27节）即可得出例题中的超长算式，即带☆号的式子。


练习题


1×2+2×3+3×4+…+99×100=

1×3+3×5+5×7+7×9+9×11+11×13=

1×1+2×2+3×3+4×4+5×5+6×6=

1×2×3+2×3×4+3×4×5+…+98×99×100=

提示：第二题不能简单运算为11×13×15÷6，注意首项。最后一题也可以运用本节学习的内容来解，属于较难的心算题。

31　如何将360分解质因数——实战分解质因数

通常，在学习分解360的质因数时，我们会像右图一样，从最小的质数开始一个一个往下除，直到无法再除时得出如下答案：

2×2×2×3×3×5（=23
 ×32
 ×5）
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这是通常的解题方法。

这种方法当然是十分正确的，但是当题目答案中只包含如2、3、5、7、11这样的较小质数时，能力稍强的学生不会采用这种一个一个去数的方法。

那么，他们是如何做的呢？

360除以5，得72。

72用九九乘法得8×9。

8为23
 ，9为32
 ，由此得出23
 ×32
 ×5。

那么，144应该如何分解呢？在这里我们介绍给大家一种常用方法。

144为12×12（计算题做多了会自然记住平方数）。

12为4×3=22
 ×3，即相当于“由2个2和3个1组成”。

因为144中包含2组12，所以有“4个2，2个3”。即24
 ×32
 。

下面来看1080：

首先，108×10，108为（熟练后最好化为4×27）2×54。

因此，先考虑2×54×10：

2……有1个2。

54……等于6×9，所以有1个2和3个3。

10……有1个2和1个5。

总结后共有3个2、3个3、1个5，即23
 ×33
 ×5。

也就是说，我们可以将数字分解为2个以上数字的乘积，再逐个分解质因数，最后全部整合。


练习题


将下列数字分解质因数。

36    216    120    180

504    336    351    378

32　如何计算53×57——展开公式的运用（1）

其实在两位数×两位数的乘法运算中，若原式含有如下特征：

（1）十位相同。

（2）个位相加为10。

我们可以使用一个特别的方法来解答。这个方法历史悠久，我也是在小学的时候从算术参考书上学到的：

① 将十位数上的数与比它多1的数相乘。

② 个位数相乘。

③ 将①和②的结果从左至右写下。

这个数即为答案。不可思议吧！这就是此类题目的心算技巧。

以标题为例，5×6（即5+1）=30，3×7=21。按顺序写下3021即为答案。

近来，在小升初考试中我们经常能看到考察本技巧背后原理的题目，这个方法虽然常用，但是其原理似乎并不被所有人熟知。

那么，这个方法的内在结构究竟是怎样的呢？

即“运用代数表示算式，运用展开公式将其展开”。

请思考乘法（10a+b）（10a+c）。其中b+c=10。

将适当的数字代入a、b、c后，我们可以看到这个代数式表示的即为“十位数相同、个位数相加得10”的两位数乘法。

将其展开计算，
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可以看出，最后的答案即为十位数的a和a+1相乘（再乘100）后写在左边，右边的数字即为b×c。

这个计算方法操作手法简单、适用范围广泛，比如，当我们计算58×53时，只需计算58×52后再加58即可，即3016加58得3074。稍加记忆就可以运用自如，这可谓是非常好用的技巧。


练习题


35×35=

75×75=

36×34=

88×82=

74×77=

33　如何计算57×63——展开公式的运用（2）

在初中阶段所学习的展开公式中，有如下三个公式：

（1）（x+a）（x+b）=x2
 +（a+b）x+ab。

（2）（x+a）2
 =x2
 +2ax+a2
 。

（3）（x+a）（x-a）=x2
 -a2
 。

上一节中，我们已经使用了第（1）个公式。

再看第（2）个公式，假设计算172
 ，我们可以设（2）的x为10，a为7，心算可得100、140、49，三数相加得289。不过，这道题如果换一种解法，将它拆为17×17，则可得170+7×17。这种方法更快。所以（2）式在实际中应用不甚广泛。如计算992
 等数字时，可积极应用（2）式，将99看作100-1，10000-200+1=9801。

本节课的主角是第（3）式，这个展开公式对于小学程度的“乘法心算”来说，非常实用。

下面，请试着心算标题算式57×63，将57看作60-3，63看作 60+3。

① 将（60-3）（60+3）代入展开公式。

② 602
 -32
 =3600-9=3591。

这样，我们就可以得到3591的答案。

仔细观察可以知道，当乘号两侧平均数接近10的整倍数、易于计算平方时，本方法适用。

熟练之后，我们可以自然记住11～19的平方数（依次为121，144，169，196，225，256，289，324，361），所以比如要计算38×62时，只要简单计算502
 -12 2
 =2500-144=2356即可。

累积到足够多的经验之后，我们可以以此为基础钻研心算技巧，打开更大的心算世界。


练习题


17×19=

86×94=

68×72=

107×93=

49×5.1=

73×47=

84×38=

34　如何计算24×58+12×84——分配率的逆运算

在小学，我们经常会遇到求圆面积、圆周长的计算题。

于是，一些课外辅导班要求孩子们从3.14×2开始，一直背到3.14×9。“背这些毫无意义的数字对今后有帮助吗？”这种做法引起了很大争论。

当我们计算两个以上圆面积的加减法时，一个个单独计算是一件非常浪费时间的事。

为什么这么说呢？我们举例说明。

试计算：3.14×7+3.14×3  ……☆

如果一开始就规规矩矩计算3.14×7，那光是运算就够令人头疼了。观察可知：☆中有7个3.14和3个3.14，共10个，因此只需计算3.14×10，而不用在3.14这个数字上太过执着，造成时间的浪费。

这种计算方式被称为分配律的逆运算：

a（b+c）=ab+ac

这个法则的应用在实际运算中经常出现。

以标题为例：

24×58+12×84 → 共有58个24和42个24 → 共得100个24变形后，可立刻得到答案2400。

此外，在进行应用的时候，范围也不仅仅局限于3.14，“分配律”的熟练运用会让我们的计算量大大减负，与那些不能熟练运用的同学形成天与地的差别。


练习题


3.14×7-3.14×5+3.14×8=

1.57×24+3.14×18=

5×5×3.14×7÷3+5×5×3.14×2÷3=

52×64+26×72=

1.9×7+3.8×9-5.7×5=

35　如何计算101×101-99×99——运用因式分解

在本书第33节里我们提到（x+a）（x-a）=x2
 -a2
 ，将这个展开公式反过来看（从右往左）可得：x2
 -a2
 =（x+a）（x-a）。

这个式子展示了两个平方数相减时的因式分解。

利用这个公式我们可以很快地计算标题中的算式：

[image: ]


在实际的数学问题中，这种两个平方数相减的形式很常见，具有很高的利用价值。

例如，在右图中，直角三角形的斜边长为42厘米，一条直角边长为38厘米。

根据勾股定理（直角三角形中，斜边的平方等于其余两边的平方和），则图中x的长度的平方为：42×42-38×38。运用心算则可以快速得出：

[image: ]


42×42-38×38=（42+38）（42-38）=80×4

举一个特别的例子，请计算：

[image: ]


从首项开始两两组合，可将算式转化为两个平方数相减的形式，如第一项为：（10-9）（10+9）=10+9。

这道题的计算结果就是10+9+8+7+6+5+4+3+2+1。根据等差数列求和公式（本书第27节）计算可得：（10+1）×10÷2=55。


练习题


27×27-13×13=

74×74-71×71=

25×25-24×24+23×23-22×22=

2009×2009-2007×2007-209×209+207×207=

66×66-33×33=


专栏

最好记住这些计算结果

相较于其他学科，数学里“需要记忆”的内容并不多。即使是公式，也是“推导”重于“背诵”，即“思考方式”重于“具体知识”。

不过，为了“掌握这些思考方式”，我们仍然离不开一些必要的知识。

以下，我们列举了若干“心算的常识”数字。不过这些数字即使我们不特地加以背诵，熟练之后也可以自然而然记住。

（1）11～19的平方数：

112
 =121，122
 =144，132
 =169，142
 =196，152
 =225，16 2
 =256，172
 =289，182
 =324，192
 =361

（2）2的乘方：

2→4→8→16→32→64→128→256→512→1024

210
 =1024，这个数字接近1000，最好加以记忆。

（3）乘法的分解：

91=7×13，108=3×36，111=3×37，

216=6×6×6，343=7×7×7，1001=7×11×13

这些数字经常出现，但我们往往不太留意。

最后，分数计算中4、6、8、9、12、18这些数字经常出现在分母位置，我们最好熟练记忆它们的通分。



36　如何计算168和216的最大公约数——欧几里得相除法

求9和12的最大公约数时，可以将两数分别因式分解：

9=3×3  12=2×2×3

答案为3。熟练之后，我们可以更快地得到答案。

求最大公约数，与求两个较大数字的最大公约数（将两数分别放入分子分母进行约分）相同。

以标题为例进行说明：

① 216减去168，得48。

② 迅速确认48是否为216和168两数的最大公约数。在这种情况下不是。

③ 接下来，在48的约数（尽量取较大数字）中寻找216的约数。那么我们可以立刻意识到48的一半是24，240-24可得216，即24也是216的约数。

④ 所以最大公约数为24。

那么为什么这种方法可以求得最大公约数呢？

将216和168的最大公约数设为G，也就是说216和168中分别包含了若干个G。

因此，将216减去168（拿走168），即将若干个G从原本的若干个G中拿走，剩下的数字中仍然包含了若干个G。

所以相差的48中包含了若干个G。

因此，要想求得G，只需寻找48的约数即可。
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下面来思考一种比较难的情况。G实际上也是168与48的最大公约数。说明如下：

① G既是168的约数，也是48的约数，是否是“最大”尚不得知，但一定是168和48的公约数中的一个。也就是说，168和48的最大公约数一定是G的倍数。

② 将168和48的最大公约数设为K, K中包含了若干个G，即K=mG（m为整数）。

③ 参照下图可知，216和168也是mG的若干倍。
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④ 由上可知，mG即为168和216的公约数，又因为G的定义原本即为168和216的最大公约数，因此mG不可能比G大，即m只能为1，所以G也是168与48的最大公约数。

由此可知，若将A与B的最大公约数表示为（A, B），则（216，168）=（168，48）。

那么同样地，将168和48进行相同操作可以得出最大公约数吗？

说明如下：

① 将168减去48的若干倍，168=3×48+24。

② 设G为168和48的最大公约数。
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因此，G为24的约数。

③ 所以（168，48）=（48，24），到这里可以非常明显地看出48和24的最大公约数是24。

像这样，将原数不断辗转相减，可以将最初的两个较大数字的最大公约数的算法，转化为“求两个较小数字的最大公约数”的方法称为“欧几里得相除法（又称辗转相除法）”。

不过，对于标题中的算式来说，比起完全采用欧几里得相除法，可能只需采用至中途即可（“模仿相除法”），之后目视就能快速得出答案。

这个方法甚为实用，我们遇到的大部分题目都只需要进行一次减法（当较大数字÷较小数字，答案大于2时，相除得出余数的操作），就可以求出最大公约数。

在进行心算的时候，若时刻联想欧几里得相除法，我们的计算力将大大提高。


练习题


求以下两数的最大公约数：

273和286

319和377

1558和1634

37　如何比较52×48、53×47、54×46的大小——数感……比大小（1）

想要提高计算力，需要对数字有非常敏锐的观察力。因此，我们不仅需要练习具体的计算题，更需要培养数感，如判断“大小”等。

在正式进入本节内容前，我们来一个小小的热身。

问：在3.6÷0.27，3.6÷0.28，3.6÷0.29中，哪个数字最大？

看到这个题目，大家是不是一下子“懵了”呢？如果大家一看到题就动笔计算，那就说明你还没有很好的数感。

“除数为正数时，除数越小，结果越大。”

如果脑中有这个概念，我们就能立刻判断3.6÷0.27的结果最大，无需进行计算。

比如将36个苹果分给2个人和分给3个人，哪种情况下每个人手里的苹果最多呢？当然是人数越多，每个人得到的苹果越少，我们如果这样联想，就很容易推测出结论。

那么，以标题为例，普通做法为（参考第33节）：

① 52×48=50×50-2×2

② 53×47=50×50-3×3

③ 54×46=50×50-4×4

因此，③最小。

这道题也可以如下思考。

右图为周长相同（长+宽相同）的两个长方形（下图为正方形）。哪个图形的面积更大？

一看就可以知道，正方形更大。
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由此我们可以推测：“若a+b的和相同，那么a与b之间的差距越小，a×b的结果越大。”

当然，除感觉外，我们还需要经过严密的论证，但是拥有这种感觉是非常重要的。

本节课不设置练习题，请感觉一下：

30×30×40和33×33×34哪个比较大？

38　如何比较[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 的大小——数感……比大小（2）

请听下面这些小朋友之间的对话。

小朋友A：“可能只能用通分做哦，像这样把[image: ]
 和[image: ]
 分，分母变成 35，分子就是21和20，得到[image: ]
 比较大。然后再把[image: ]
 和[image: ]
 通分，分母是63，分子是36和35。这样就可以知道大小啦。”

小朋友B：“我也觉得这个方法挺好的。不过两两通分以后，我们只需要比较通分后分子的大小就可以了，所以只要比较3×7和4×5的大小就行啦。”

小朋友C：“等等，三个分数之间难道没有什么规律吗？”

小朋友A：“什么意思呀？”

小朋友B：“对哦，分母是依次增加了2，分子依次增加了1。”

小朋友A：“这和比大小有什么关系呢？”

小朋友C：“哎呀，你看，‘[image: ]
 ’是不是比‘[image: ]
 ’大？就相当于每个数都加了[image: ]
 ，越加越接近[image: ]
 ，也就是说其实是越来越小的。”

小朋友A：“好像有点懂了，但你不是真的要我加‘[image: ]
 ’吧？哎呀，我还是不太明白呀。”

不知大家看完这些对话作何感想呢？小朋友A的做法其实是十分正确的，只是小朋友C对数字的感觉比小朋友A更敏锐。

让我们举例说明。

将果汁原液300克和水200克混合，得到500克的液体，但此时原液在整杯果汁中的比例（果汁的浓度）仅占到了[image: ]
 。接着，我们再倒入原液100克、水100克，即“共倒入200克，其中含100克原液”，将这杯“浓度”为[image: ]
 的果汁与之前调好的果汁混合。

在较浓的果汁里加入“淡果汁”，总体浓度当然是会变小啦。

这个过程其实意味着：[image: ]
 →[image: ]
 =[image: ]
 。果汁变淡了，[image: ]
 自然小于原来的数。

像这样，依次不断地分子加1，分母加2，按照这个规律排列的数字会逐渐减小，最后无限接近[image: ]
 。


练习题


将下列分数从小到大进行排序。

[image: ]



第3章　代数运算（初中水平）


初中计算和小学计算最大的区别在于对“字母”的运用。

用字母做题，意味着题目将变得更加抽象，更加具有普遍性。

所以，如果能较深刻地理解运算法则、规律，会发现代数运算其实更为简便。但如果不知道运算法则，计算就会因其抽象的表达变得十分混乱。

本书中我们主要讨论小学计算题，不会过多深入探讨中学计算题。不过有些初中题其实只要知道原理就能立刻解答，在这里，我们也会挑选一些基本的题目进行讲解。

另外，我会列举一些关于计算的建设性话题，这些较难的章节会被标上☆号。



39　如何计算3（3 x-2y）-4（2x-3y）——遇同类项直接计算系数

进入初中后，我们会遇到代数计算。

代数计算本质上与普通的计算没有区别，但在“合并同类项”的概念上有少许差异，同学们需加以认识。

以标题为例，关于“合并一次方程的同类项”的问题，大部分学校是这样教的：

3（3x-2y）-4（2x-3y）

=9x-6y-8x+12y   （首先利用分配律将括号拿掉）

=x+6y                   （合并同类项）

这个问题比较简单，直接像上面这样计算也不麻烦。不过，真正熟悉心算的同学可能不会采取上面的办法。

那他们怎么做呢？思路如下：

① 首先考虑x项。

只看系数，3×3-4×2=1

② 然后看y项。

只看系数，3×（-2）-4×（-3）=6

从而得出答案x+6y。

像这样按照同类项进行区分，只取系数进行运算，可以说是最佳的方法。

一次方程计算越复杂，这种“只取各同类项的系数进行心算”的方法威力就越大。它甚至可以在“展开”计算的时候发挥作用。

例如，“请将（2-5x+3x2
 ）（3-2x+x2
 ）展开并简化”：

常数项为：2×3=6

一次项的系数为：2×（-2）+3×（-5）=-19

二次项的系数为：2×1+（-5）×（-2）+3×3=21

三次项的系数为：（-5）×1+3×（-2）=-11

四次项的系数为：3×1=3

这样，只要找出对应次数计算每个次数项的系数，就可以立刻得到答案：
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像这样取出同类项并且只取它的系数进行运算的技巧，在代数运算的心算中是十分重要的。

本节我们附上较多练习题，请试着习惯这种运算哦。


练习题


2（x-3y）-3（y-3x）=

3（2x+5y）-4（x-6y）=

5（x-2y+1）-3（2x-3y-4）=

3（x-y+z）-2（x-3y-4z）-（3y-x）=

2（3x-2y）-[3（x-y）-2 （4x-3y）]=

[4x-3（1-2x）]-[1-3（1-5x）]=

（3-2x+x2
 ）（1+2x+3x2
 ）=

（1-5x+2x2
 ）（3-x-3x2
 ）=


专栏

学生的能动性

我在写这本书的时候，内心其实非常矛盾。我一直担心“这种心算技巧难道不应该由学生自己通过大量练习总结得出吗？我可以这样教给学生吗？像这样教给学生，能转化成他们真正的实力吗？”

实际上大部分聪明的学生都是在学习中自然而然掌握心算的。

很早开始就有人指出：“自己开发、思考得到的知识是很难遗忘的，但如果是被动地学习他人的经验，则会很快忘记。”

也就是说，如果学生没有较强的能动性，那教育很可能最终会变成无用的东西。我甚至在想，是不是应该给学生留很多题目，要求他们“试着用心算做”，之后就完全放手让学生自己解呢？这样的教育效果是不是更好？

但是我仍然坚持写下了这本书。如果完全放手，可能90%以上的学生连思考的头绪都找不到，变得不知所措，最后离数学学习越来越远。

同时，我希望大家可以以此为“参考”，“靠自己的力量”和“能动性”，努力掌握心算。



40　如何计算（-2x2
 y）3
 ÷（-4x4
 y2
 ）2
 ×2x5
 y3
 ——指数运算法则的运用

在中学里，我们将x×x×x的式子简化表示为x3
 。

我们称x右上角的数为“指数（或乘方）”，表示的是x乘以x的次数。

用指数标注字母并进行乘除法运算，其运算的结果遵循一定的规律，这种规律被称为“指数运算法则”。

首先，我们来看只包含x的情况。

（1）xm
 ×xn
 =xm+n
 。

若将m个x相乘的得数，乘以n个x相乘的得数，则

[image: ]


由上图可知最后会得出有（m+n）个x相乘的答案。

（2）xm
 ÷xn
 =xm-n
 。

将除法看作分数，分子为m个x相乘，分母为n个x相乘，进行约分即可得到上式。例如，

x5
 ÷x3
 =x5-3
 =x2
 （思路如右图）

[image: ]


当m-n等于负数或0时，思路如下：

[image: ]


（该式表示，将分母和分子约分，分母上还余m个x。）

②x0
 =1

（该式表示，分母分子相互抵消后结果为1。）

（3）（xm
 ）n
 =xm×n


这一条是最容易出错的，我们来仔细看一下。

这个式子表示：将m个x看作一个组，将这组数乘以n次。图解 如下：

[image: ]


所以x共有m×n个，即当计算带有指数的数字的乘方运算时，只需将指数相乘。

请注意不要将（1）和（3）混淆。

那么，掌握了这三条法则，下面的计算就很容易了。

我们只需要注意x的指数即可。x的指数为，2×3-4+3=5，再乘以2，即5×2=10。答案为x10
 。

[image: ]


到这里，我们以标题为例进行计算。

[image: ]


基本的思路即将运算符号、常数系数、x、y按顺序分别计算。

①  符号：负号有3个，然后乘以2个，共得5个，也就是乘以了奇数个负号，故全体答案前应有1个负号。

② 常数系数：23
 ÷（22
 ）2
 ×2 =1。

③ x：（x2
 ）3
 ÷（x4
 ）2
 ×x5
 。指数为2×3-4×2+5=3，得x3
 。

④ y：y3
 ÷（y2
 ）2
 ×y3
 。指数为3-2×2+3=2，得y2
 。

总结上述结果，得到答案-x3
 y2
 。

在这里，我向大家展示了比较完整的步骤，熟练之后我们可以更快速地心算得到答案。

本节的重点是将“运算符号、常数、各字母”依次计算。如果不小心一开始就把（）拿掉开始运算，会花费很多不必要的时间。


练习题


[image: ]


41　如何计算[image: ]
 ——分数形式的一次式计算与一次方程

在第39节中我们已经作过说明，计算一次式的时候，合并同类项只计算系数是非常有效的方法。

本节中将要说明的“分数形式的一次式”也同样遵循这个原则。不过，分数的一次式多了一步“通分”的操作：

让我们试着计算标题中的算式：

① 通分后分母为12。

[image: ]


如上图所示。分子即为算式4（2x-3）-3（3x-2）。

两分数加法，如右图所示，将对角线相乘即可。这在代数运算中也是同样的。

[image: ]


需要特别提醒的是，形式-（-〇）与形式+〇（〇的运算符号变为正）意义相同。多加练习，只要这里不出错，我们的正确率将会大大提高。

不过，在遇到[image: ]
 样的算式时，通分后分子并不是两分母的乘积（这题为24，并非6×8=48），这时情况稍有改变。

其实先将分母强行化为48（假设分母应为24），最后再将分子除以2也不失为一种方法。

只是直接将分母化为24，左侧分子乘以4、右侧分子乘以3的方法更为快速。

我回想了一下自己在做这道题时的思路，首先将分母定为24，计算“对角线相乘”时，我将6和8约分得到3和4后再相乘。

心算本质上是一种“只要熟练掌握了运算法则，之后就可以完全按自己的思路开发出各种技巧”的运算方法。所以从这个意义上来说，我们也许也没有必要过分拘泥于判定哪个方法最快。

回到上题，分子x的系数为5×4-3×3=11，常数项为3×4-

2×4=4，答案即为[image: ]
 。

分数形式的一次式计算非常容易与一次方程混淆。我们来看下面这种情况：

[image: ]


为了不出错，很多人会选择将算式一一通分，认真写下每一行的步骤。但如果只会这种方法，我们就必须时时注意写下的内容，甚是吃力。

也有一些有方法的人是像下面这样做的。

① 通分后分母为6，只要两边同乘以6就可以相互抵消，所以最后的答案应与分母无关。

② 那我们接下来只需像先前的一次式计算一样，只关注分子即可。

③ 先考虑x的系数，左边是-3×3得-9，右边是2×2=4。

④ 最后我们需要除以x前面的系数以得出x的值，所以我们可以现在就把x项全部移到右边。计算可得系数为4+9=13

⑤ 接着，我们把常数都移到左边，即6-（-4）×3+2×2=22，

最后将22除以13，得到[image: ]
 的答案。

以上是分解动作（慢动作回放），看上去比较复杂，实际上熟练的人只需几秒钟即可得出答案。

此处的要点是：

（1）只需考虑分子的系数。

（2）分别计算x的系数和常数项。

（2）将x移到符号为正的一侧。

彻底贯彻这三点，我们可以用心算解决很多更复杂的问题。


练习题


计算下列问题：
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解下列方程：

[image: ]


42　如何计算联立方程[image: ]
 ——联立方程与心算

解方程的时候我们会用到记号=（等号）。

=的左侧被称为左边，右侧被称为右边。此时，等号就相当于天平。

也就是说，我们将左右两侧平衡的状态用=来表示，如右图所示。

若同时在=左右两边进行相同的操作，“平衡”不会被打破，=可以保留。
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也就是说：

①=两边同时加上相同的数字，等号不改变。

②=两边同时减去相同的数字，等号不改变。

③=两边同时乘以相同的数字，等号不改变。

④=两边同时除以（0除外）相同的数字，等号不改变。

①～④即为“可以任意加到等式上的变形”。

解方程的时候，可以像这样将等式多次变形以单独求得x和y，得出“x=……，y=……”。

此外，计算联立方程时的操作基本遵循①～④，另外，联立方程还具备如下性质：

A=B,C=D

当上述两式成立时，可进行如下操作而不改变等号。

A+C=B+D  ……⑤

A-C=B-D  ……⑥

⑤的操作被称为“等号两边相加”，⑥的操作被称为“等式两边 相减”。

那么，我们以标题为例试解方程。
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首先将上面的式子两边同乘以3，下面的式子两边同乘以2，调整y的系数，可得到

[image: ]


然后，将两个式子“等号两边相加”。得到13x=26

两边同除以13，可得x=2。

解y的时候，可以像之前一样再次调整x的系数，也可以直接将x=2代入3x-2y=4，得6-2y=4，所以y=1。

本节课的主题是使用心算求解方程式。因此：

① 调整y的系数的时候，首先要考虑前一项的等式应乘以多少倍、后一项的等式应乘以多少倍。本题中，我们将前一项等式乘以3，后一项等式乘以2，之后进行“等号两边相加”的操作。

② 在这里，我们关注x的系数，将前一项等式的系数3乘以3，后一项等式的系数2乘以2。心算得到3×3+2×2=13。

③ 这样我们就可以消除y项，接着计算右边的常数项即可：

4×3+7×2=26

④ 将13和26记在脑中，计算“

[image: ]
 ”即可得到答案，x=2。

像这样，心算时我们可以先调整y的系数将其消除，然后依次计算“x的系数”和“常数项”，最后“除以x的系数”即可。

此外，我们来看下面这个方程。这组联立方程即使不用上述方法也可以迅速得出答案。那么，应该怎么做呢？
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下面要介绍的这种方法只适用于一些较为特殊的情况，在上式中，首先将等号两边相加得到5x+5y=15，同除以5，则x+y=3。

也就是说1个x和1个y的和为3。

因此若有2个x，2个y，则和为6。将本式与前一项式对比，可得x=2（之后步骤省略）。

像这样熟悉等式的变形规则之后，我们就可以任意操作等式以便于求解。接下来只需不断练习，找到更简单的方法就可以了。


练习题


[image: ]



专栏

为什么要去辅导班？

虽然在补习行业行走多年，但我并不是一个跟随主流的人。我一直在公开批判辅导班。事实上我自己以前准备入学考试时，也没有去过任何辅导班。

我一直认为“学习就是读书”，年轻的时候从没有过为了“从他人身上学取知识”而前往辅导班的想法，我不能理解这种行为。

当上辅导班讲师以后，我的思想也发生了一些转变：“噢！原来如此，其实有很多孩子光靠自己读书是不够的，得去辅导班跟着老师学习知识才行。”

但是近来，我发现一些成绩很好的同学竟然也开始出入各类辅导班。

我问这些尖子班的孩子们：“你们为什么不自己读书，一定要来辅导班学呢？”他们愣住了，似乎没有料到我会这么问。迟疑了几秒后大家异口同声说道：“因为大家都去呀，如果不去我会觉得很不安。”



43　如何计算方程组[image: ]
 ——最基础的三元一次方程组

说实话，我为成绩好的学生依赖辅导班、不自己看书学习的情况感到担忧。我认为不论何时，只有“凭借自己的力量读书、理解”，才是获取知识的正确途径。

假设有x、y、z三个未知量，已知这三个数两两相加的得数。

这就是标题所示的三元一次方程组。

这种形式的方程的应用范围很广。

例如，将一个圆形放置在已知三边长的

三角形内，求三角形的各个顶点到接触点的距离。这种情况也可以用三元联立一次方程组求解（参照右图）。
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那么，我们应该如何用心算来解这道方程呢？

我为大家介绍两种方法。

（1）分别将这些式子的等号两边相加，可得2x+2y+2z=22。

两边同除以2，则x+y+z=11（到这一步为止采用心算）。

将这个式子与第一项的式子相对照，可得z=4。

再与中间的式子相对照，可得x=5。

最后与第三式相对照，可得y=2。

将x、y、z依次相加是本方法的特色。

（2）将第一个、第二个式子等号两边相加。

可得x+2y+z=13。

将这个式子与最后一个式子相对照，可得y=2。

接下来只需将y=2代入各式，即可得出x、z的值。

两个方法大家都可以试着掌握哦！


练习题


[image: ]


44　如何将3xy-6y-2x-4进行因式分解——因式分解（1）：一次代数方程相关总结

因式分解与展开相反，是将若干项式子的和转化为两个（或两个以上）式子的乘积的操作。

因式分解的基本公式有三个：
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初中因式分解的学习要求我们反复练习，达到如下程度：

① 若有公因式，则运用分配律的逆运算提取公因式。

例：2xy+4y2
 =2y（x+2y）

② 运用上述三个公式。

事实上，大多数人不会用“心算”因式分解，只会“在本子上写下来”。而能力较强的同学几乎都可以用心算来解答。

这里其实还是方法的问题。请仔细观察标题例：

① 我们观察的重点是“有几个字母”和“每个字母是多少次方”。在这道题里含有x、y两个字母，每个字母都是一次式。

② 只看含有一次式的项。这道题中，x、y都是一次式，所以我们可以按任意一个字母进行整理。若着眼于x，将含有x的项提出，可得3xy和2x。

③ 运用分配律的逆运算，从②的项中提取公因式进行因式分解，即x（3y+2）。

④ 在这里，（3y+2）就是一个因式。接下来仔细观察余下的各项，看看里面包含多少个3y+2。-6y-4是3y+2的-2倍，所以答案为（3y+2）（x-2）。

运用心算，我们可以快速得出答案。


练习题


将下列各式因式分解。

6xy-2x+3y+1

xz+2yz-2x-4y-z+2

2x3
 +x2
 +2x-x2
 y-y+1

2x2
 -3xy+6xz-9yz-4x+6y

x2
 y-4y+2x2
 -8

45　如何将x2-2xy+y2
 -x+y-2 进行因式分解——因式分解（2）：换元法因式分解

给定式子（x-y）2
 -（x-y）-2  ……☆

上式应该如何因式分解呢？

初中初级阶段，老师大都是像下面这样教的：

① 式子中出现了2个x-y，称为“整体”，我们将这个“整体”用A表示。则原式变为A2
 -A-2。

② 因式分解得到（A-2）（A+1）。

将A的原式x-y代入上式，可得答案（x-y-2）（x-y+1）。

这个问题实际上与标题x2
 -2xy+y2
 -x+y-2完全相同（将☆式展开即可得到标题的算式）。

拿到标题的式子后，熟练的同学可以马上进行因式分解，但更多的学生会遇到无法将A还原至原式的情况，还有很多人甚至无法将原式转化为☆式。

那么，我们来看一下熟练的同学做题时，脑中的超慢动作分解。

① 前三项x2
 -2xy+y2
 似乎可以利用（x-y）2
 进行部分因式分解。（一看到式子脑中就会闪现出这个想法。）

② 推测（x-y）也可以用于这里的因式分解。

③ 接下去看式子，心想：“哦哦，是-x+y，和-（x-y）是一 样的。”

④ 到这一步已经知道因式分解的最终形态大体应该是 （x-y+…）（x-y+…）。提取出A2
 -A-2的系数-1和常数项-2。常数项比较简单，注意一下A的系数就可以了。最终得到答案（x-y-2）（x-y+1）。

熟练之后其实非常简单，但很多人会在第③步符号处理的问题上犯糊涂。大家请多加注意。


练习题


将下列各式因式分解。

（x+y）2
 -4（x+y）+4

x2
 -2xy+y 2
 -3x+3y-4

x2
 -4xy+4y2
 +2x-4y-8

x2
 -6xy+9y2
 -4x+12y-12

4x2
 -12xy+9y2
 -12x+18y+8

46　如何将3 x2
 +7x+2进行因式分解——因式分解（3）：十字交叉与因式定理

标题中的因式分解题通常采用“十字交叉”法。

将 （ax+b）（cx+d）假定为该式因式分解后的形式，则3x2
 +7x+2=（ax+b）（cx+d），右边展开后，假定x2
 、x的系数及常数项分别与左边相等，则可得：

ac=3

ad+bc=7

bd=2

即，将a、b、c、d像图1一样放置，并依照右图的图解变化。

那么，让我们来找一下符合条件的a、b、c、d。

ac相乘得3，只有3和1这个组合符合条件。首先依照图2写下3、1。

bd相乘得2，只有1和2的组合符合条件。但是，从上至下可以有1、2的顺序，也可以有2、1的顺序，所以我们将这两种情况分别列出（参照下页图）。
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对角线相乘，所得乘积相加，和为7的组合即为正确的组合。

若像本页图2一样标记，则下页图1为正确答案。

因式分解的结果为：

（3x+1）（x+2）

这项操作被称为十字交叉因式分解法。

在我们熟悉这项操作之前可以借助图形来思考，不过，在熟悉之后仍有很多同学离不开图形的帮助。这可不值得提 倡哦。

在因式分解6x2
 -x-12时，6有（6，1）和（2，3）两种分解方法。-12有好几种组合：（-1，12），（-2，6），（-3，4），（-4，3），（-6，2），（-12，1）。如果一一写下来会耗费大量时间。
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所以，正确组合的判断很大程度上需要依赖“直觉心算能力”。

比如这道题中，ad和bc的绝对值相差1，abcd全部相乘为6×12得72，那么，乘积为72且两数相差1的组合只可能是8×9。

9拆解后只能得到3×3，所以a和d是3和3，c和b是2和4。

之后看一下正负符号，即可得到（3x+4）（2x-3）的正确答案。

实际上，十字交叉法还有一种较为高级的隐藏技能，即将解方程的思路代入因式分解。

让我们尝试将3x2
 -5x+2因式分解。

若将x=1代入上式可变为：3-5+2=0。

则3x2
 -5x+2必定有一个因式是（x-1），理由如下：

假设3x2
 -5x+2=（x-1）（ax+b）+c（c≠0）……☆

无论x为多少，带☆号的式子都成立（单纯的变形不会影响等式）。

让我们把x=1代入☆式。

于是，左边和刚才一样变为0，右边（x-1）的部分变为零，只余c。故c只可能为0。

综上，3x2
 -5x+2必定有一个因式（x-1）。

接下来（3x-2），我们只需要考虑二次项的系数和常数即可。

像这样，拿到ax2
 -bx+c形式的算式时，若将x=k代入后所得值为0，则该式必然含有（x-k）的因式（这是标题中所提因式定理的特别情况）。

6x2
 -x-12同样可以利用这个思路来解。

从结果开始推导，将其因式分解后结果为（3x+4）（2x-3），也就是说：6x2
 -x-12=（3x+4）（2x-3）。

请将x=[image: ]
 代入计算，右边为0，左边也应当为0。

反过来思考，假设有整数m、n、k、l，6x2
 -x-12=（mx+n）（kx-l）。

因式分解后，若将x=[image: ]
 代入，则左边一定为0。由mk=6可知m是6的约数，由nl=12可知n是12的约数，因此我们需要寻找的是形式为[image: ]
 ，并且代入6x2
 -x-12后结果为0的数字。

综上所述，将ax2
 +bx+c因式分解时，只需找到满足形式为[image: ]
 ，并且代入原式后结果为0的数字即可。

若这个数字为[image: ]
 ，则原式必然含有因式（px-q）。

更令人兴奋的是，[image: ]
 是方程ax2
 +bx+c=0的解，所以我们还可以利用它来求得二次方程解法的公式哦！

回顾这种方法我们可以发现，它主要适用于不适合十字交叉法或系数加减后很容易得到0的情况，千万不要滥用这个方法哦（如果不加辨别地胡乱使用，反而可能把简单问题复杂化）。


练习题


将下列各式因式分解：

[image: ]


47　如何计算√30÷2√35×7√2——无理数的乘法与交换·结合律、同类项

带√的数字的加减法有很多种类型，下面我将列举一些心算时的注意点。

其中，如何有效运用√a×√a=a，最为基本。

余下的其他计算与普通的加减法没有太大差别。

（1）√15×√6

这道题比较简单，我们可以先分解根号里面得到“15=3×5，6=3×2”，也就是说“式子中含有2个√3，将3提取到√前面后，则√里还余2×5得10。所以答案是3√10。”或者，我们也可以将√中的15和6相乘得90，√90=3√10。

（2）√42×√30×√35

本题若将根号内的数字全部相乘再去根号，计算量十分庞大。

42=6×7

30=5×6

35=5×7

像这样，根据九九乘法全部分解后不难发现其中包含了5×6×7=210。如果不小心将42因数分解为2×21=2×3×7就复杂了，大家务必多加注意。

（3）√15（2√3-√5）-√6（3√2-√30）

熟练的同学拿到这道题，可以一下子看出：“哦，这道题应该是要用分配律，然后合并同类项。”

√15等于√3×√5。如果将其乘以（2√3-√5），那么2√3这会变为 √3×√5×2√3=6√5，成为√5的同类项。像这样能够快速判断哪个质因数可以脱根，哪个要留在√内是非常重要的。

进行少量心算（实际上只需要一瞬），找出√3和√5的同类项，合并同类项分别计算。

√3的一边为：-5√3-6√3= -11√3

√5的一边为：6√5+6√5=12√5

所以答案为12√5-11√3。

（4）√30÷2√35×7√2

这道题是标题中的题目，有多种解法，我通常的做法为：

① 将30÷35得[image: ]


→  将√中的分母7与乘号后面的7约分，分子的√中余7。

→  到这一步，分子上还余√中的6、7、2。

→  分母余2，上下约分。

→  答案为√21。

或者可以计算2√35=√140，7√2=√7√14，然后简单约分，得到答案√21。

这两种思路都可以，不论选择哪一种，自己动脑选择、积累经验的过程是最重要的。

（5）（2√2-√3）2


如果将这道题展开可得（2√2）2
 -2×2√2×√3+（√3）2
 ，但这样一一展开写在本子上过于烦琐。

首先，我们可以将2√2和√3各自计算平方后相加，得11。

接着，将2√2、√3与2相乘得4√6。

最后关注中间的符号，得出答案11-4√6。用心算解这道题非常 迅速。

（6）（3+2√2）2
 （3-2√2）3


这道题一定要观察其特征，不看特征就开始盲目展开是非常不可 取的。

（3+2√2）（3-2√2）=32
 -（2√2）2
 =1

根据上式，可得答案3-2√2。

这种算法相当于在计算22
 ×53
 时，相较于全部展开计算4×125，用（2×5）2
 ×5=100×5=500方法更优。


练习题


√35×√110×√77=

（√7-2）2
 -（√7-1）2
 =

√3（√6-√2）-√2（3-2√3）=

（√2-1）10
 （3+2√2）7
 =

[image: ]


48　如何计算[image: ]
 ——无理数的分数式与分配律

在上一节中，我们已经说明√a×√a=a是带√运算中最为基本的乘法计算。

将此式稍作变形，得到[image: ]
 。

感觉上，分子上的a包含了2个√a（2个√a相乘），若将其与分母上的√a约分，那么分子上还余一个√a。

这是带√的基本的除法运算。

[image: ]


根据九九乘法逆运算，得到分子15=3×5。其中，将5与分子的√5约分，分子余1个√5。答案即为3√5。
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这道题为标题中的计算。

当分母分子中都含有√的时候，我们可以将分子分母同乘以某数，将分母转化成有理数。这是比较正统的方法。

其实，我们也可以运用分配律得到：

[image: ]


像这样用“约分的感觉”来思考，然后“取同类项”进行心算，这种方法非常迅速。

☆式右边的第2项、第4项相互抵消，整理第1项减第3项可得到答案-√3。

当分母中出现√时，“分母有理化”仍是我们的习惯做法。不过根据具体情况，有时上述方法也十分奏效，我们可以记住它。


练习题


[image: ]


49　如何计算[image: ]
 ——无理数计算与对称多项式

直接展开标题算式的做法其实也不复杂，但在这里，我要为大家介绍一种“非常强力的技巧”。

步骤如下：

[image: ]


② 则题目变化为求x2
 -xy+y2
 的值。

③ 心算可得出：x+y=√3，xy=[image: ]
 （这里非常重要）。

④ 将②中的式子x2
 -xy+y2
 用x+y和xy来整理得到：x2
 -xy+y2
 =（x+y）2
 -3xy

⑤ 将③里得到的值代入，即得答案[image: ]
 。

仔细回顾上述步骤可以发现：

在③中，我们需要快速计算出x+y与xy的值。

在④中，我们需要快速将原式用x+y和xy进行整理。

做到上述两点，我们的整个计算过程就会变得非常顺利。

实际上，从④中我们可以发现如下规律。由字母x、y构成代数式，若“将x和y轮换替换原式全部项，所得代数式仍然成立”，则这个式子即为“关于x和y的对称多项式”。

例如，上题中的x2
 -xy+y2
 ，将x和y轮换代入，可得y2
 -yx+x2
 ，这个操作仅仅改变了排序，对全式来说没有任何改变，所以这是一个对称多项式。

“对称多项式只能用x+y与xy整理”。该定理的详细证明比较难，此处省略。

所以，做题时如果意识到“是对称多项式”，我们可以尝试用本节课所介绍的技巧答题。

另外，x2
 +y2
 ，x2
 +axy+y2
 ，[image: ]
 ，均为对称多项式。

我们用x+y与xy来整理各算式：

[image: ]


熟悉这种变形方法也是成为计算达人的必要条件之一。


练习题


[image: ]



专栏

越不聪明的人越热衷脑科学——科学学习法的界限

关于脑科学的理论曾经掀起过一阵热潮，如“脑科学”记忆法、被科学验证效果的“记笔记法”，还有“科学学习方法论”等。对于那些正统的脑科学研究，我们应该致以敬意，但对于这些热潮我们不能轻易奉若神明。在我周围，“有能力的人”对科学学习法往往不感兴趣，热衷于此的更多的是那些后进的孩子。

这些学习法里会掺杂一些基础的东西，极易混淆视听，但其实，里面很多方法人们在很早以前就已经开始使用，现在只是再给它加一顶“科学”的帽子。而且，这些方法里混入了大量的“伪情报”，普通人根本无法分辨。

膜拜这些“方法论”对学习是不利的。热爱学习的人能够自然而然掌握学习方法，而那些一知半解的人并不能很好地“应用”这些方法，更可能在错误的方法中迷失。加之我们可能本就缺乏学习的热情、执行力，还有勇于面对困难的力量。

相较于科学学习方法论派，“热爱派”的学习能力往往更强，这在未来数百年内不会改变。

心算也是同样，相较于方法论，热爱最为重要。



50　如何计算（√5+√3+√2）（√5-√3+√2）（√5+√3-√2）（√5-√3-√2）——运用特殊展开公式

在运算带√的数字时，我们也常常用到展开和因式分解。

下面举4个具有代表性的例子。

（1）（a+b）（a-b）=a2
 -b2
 。运用展开规则解题。

例：（√5+√3+√2）（√5-√3+√2）

[image: ]


（2）a2
 -b2
 =（a+b）（a-b）。运用因式分解规则解题。

例：（2+√2+√3）2
 -（2+√2-√3）2


这道题是“左+右”“左-右”的形式，可以进行因式分解。可将它看作（4+2√2）×2√3，心算得8√3+4√6。如果按原式展开计算可能较为烦琐。

（3）（x+y）2
 +（x-y）2
 =2（x2
 +y2
 ）

（x+y）2
 -（x-y）2
 =4xy

例：（3-√2+√3）2
 +（3-√2-√3）2


可将其转化为2[（3-√2）2
 +√32
 ]=2（14-6√2）=28-12√2

（4）例：（√5+√3+√2）（√5-√3+√2）（√5+√3-√2）（√5-√3-√2）

以标题为例，两两组合套用二次公式（1）即可得出答案。

或者，我们可以采用另一个公式：
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这项公式较为高级但是非常有趣，如果你看见过这个公式可以试着把数字代入：

25+9+4-30-12-20=-24 ，如此可以得出答案。


练习题


（1+√2+√3）2
 +（1+√2-√3）2


（1+√2+√3）2
 -（1-√2-√3）2


（√5-√3-√2）（√5+√3+√2）

（1+√3+√2）（1-√3+√2）（1-√3-√2）（1+√3-√2）

51　☆如何计算当x=2-√5时，x3
 -4x2
 的结果——方程式的运用（降次）

首先，我们以标题为例进行说明。

若不考虑直接代入，则做法如下：

①构造一个满足x条件的二次方程。

将原式变形为x-2=-√5，两边同时乘方，得x2
 -4x+4=5。

变形得到x的二次方程为：

x2
 -4x=1  ……☆

②接下来，将需要求的式子与☆式相比较。

对比后可知，☆式的左边乘以x后即为标题式。即：

x3
 -4x2
 =x（x2
 -4x）

将x2
 -4x=1代入，则答案即为x3
 -4x2
 =x=2-√5。

在这里，构造满足x条件的方程式并应用于原式是重点。

这个思路普遍适用，并不局限于心算。比如，在求解“当x=√2-1时，x5
 是多少”等题目的时候，只需先构造一个满足条件的方程式：

x+1=√2→x2
 +2x+1=2   →  x2
 +2x-1=0

然后，用x5
 除以x2
 +2x-1。
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像这样，运用方程式和除法运算将需要解的算式的次数降低的方式被称为“降次”。

不过，如果题目都是这样的运算量，是不是会感觉比较吃力呢？不要紧，我们还有后招：

将x5看作x5
 =x×（x2
 ）2


x2
 =-2x+1

两边同时乘方，可得：

x4
 =4x2
 -4x+1，再次运用x2
 =-2x+1可得：

[image: ]


所以，

[image: ]


这应该是我们所能达到的心算的极致了。

最后将x=√2-1代入算式即可。


练习题


[image: ]



专栏

早年初中毕业生的潜力

以前我去旅行的时候，遇到一位60岁左右的公交车司机。算车费的时候他说道：“一个人是1700日元，两个大人是……”（心算后）“嗯，是3400日元吧。小朋友半价是850日元，加起来就一共是4250日元！”他边说边寻求我们的同意：“我只有初中毕业，算术不好，如果算错的话不好意思啊。”

我几乎想要脱口而出：“您多虑了，没有的事儿。现在的文科大学生的心算能力都不一定有您高呢。”但我没有说出口。

如今是个连应聘辅导班讲师的著名大学毕业生都能将17×17无缘无故算成1000以上数字的时代。

辅导班里也在流传：“家长们（有很多是大学毕业生）的计算能力大概平均在小学四年级的水平吧。”

想一想我身边认识的人，以前的初中毕业生的计算能力似乎真的和现在的普通大学文科生的水平差不多。

这样一想，现在初中毕业以后的5～7年，学校都教了些什么呢？顺便说一下，回程的时候我们的司机换了一位年轻人，还是相同的计算，但他用了计算器。



52　如何计算经过（-1，3）（2，9）两点的直线方程——直线方程

从本节开始到往后的4节课，我们将训练如何在平面坐标下心算出各种算式和数值。

首先这一节的内容是“求直线方程”。

通常，满足以下任意一个条件即可求出直线。

（1）知道斜率和直线上任意一点的坐标。

（2）知道直线上任意两点（不相同）的坐标。

分类应当是以上两类，但在（2）的实际计算过程中，只要心算“y坐标的差”÷“x坐标的差”就可以立即得到直线斜率，和（1）重合了。

那么，让我们试着做一下标题中的题目。

① 斜率是（9-3）÷[2-（-1）]=2

② 思考y=2x+……，直线通过（2，9），所以将x=2代入算式，此时右边为4+……。

③ 实际y为9，如何将4调整到9呢？加5即可。

④ 所以答案为y=2x+5。

简单来说，就是迅速求出斜率，然后选择一个点（哪个都可以）的x坐标乘以斜率，将所得值与y坐标做对比，找到调整的方法即可。

事实上，只要不是太过复杂的算式，用这个方法可以心算得出直线方程。例如：

“求通过（-2，5）（3，1）两点的直线方程。”
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以上是最基本的直线方程的求解方法，除此之外，还有很多技巧和一些特殊情况，我们举例说明。

（1）已知两点坐标时的求方程公式。

直线经过（a,b）（c,d）时，直线方程为：

[image: ]


证明：

首先，对x和y来说都是一次直线方程。

其次，斜率为“y的增加量”除以“x的增加量”。

最后，将x=a,y=b代入，等号两边都变为b，等号成立。

（2）经过一点且斜率确定的直线有且只有一条，所以上述方程就是该直线的方程。

经过（a，0）（0，b）两点的直线的方程式为：

[image: ]


证明：

首先，对x和y来说都是一次直线方程。

其次，x=a,y=0时，此式成立。

x=0，y=b时，此式成立。

所以，这条直线经过（a，0）（0，b）两点。

经过一点且斜率确定的直线有且只有一条，所以上述方程就是该直线的方程。

（3）通过点（p,q）且与直线ax+by=c相平行的直线方程为：

ax+by=ap+bq

证明：

ax+by=常数

满足这一条件的方程是直线方程，并且它与ax+by=c平行。

将p和q分别代入左边的x和y时，等式必然成立，因此ax+by=ap+bq

例：通过（1，-2）且与直线2x-3y=1相平行的直线为：

→ 2x-3y=8[=2×1-3×（-2）]


练习题


求下列直线的方程：

斜率为3，通过（1，7）。

斜率为-2，通过（-3，-4）。

通过（-1，3）（5，-5）两点。

通过（-2，6）（1，5）两点。

通过（3，5）（-2，3）两点。

通过（2，0）（0，5）两点。

与直线2x+3y=1平行，并通过（3，-1）。

与直线3x-4y=23平行，并通过（-3，-5）。

与直线3x-5y=1垂直，并通过（-1，2）。

53　如何计算顶点为（1，5）（3，7）（4，9）的三角形的面积——平面坐标上的三角形面积计算公式

事实上，如果学过高中的三角函数和向量，标题中的问题只要“心算10秒”就能够确定答案。不过，本书没有足够篇幅来展开向量的基础说明。

我们先说具体做法，之后再进行说明（假定读者具有一定的三角函数、向量的基础）。

（1）做法

① 将其中一个顶点看作主要点。任意哪一点都可以，在这里我们取（1，5）。

② 然后，将其他两点的x、y左边分别减去1、5，即

（3-1，7-5）=（2，2）

（4-1，9-5）=（3，4）

③ 将（2，2），（3，4）如右图所示排列书写，对角线相乘。

④ 最后，将较大乘积减去较小乘积，余数除以2，得到答案。
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在这里，答案为（8-6）÷2=1。

（2）解析

以A（a,b）、B（c,d）、C（e,f）（三点不在一条直线上）为顶点的三角形的面积求法。

上述问题实际是求右图三角形的面积，即S为：

[image: ]



练习题


求平面坐标上，以下面三点为顶点的三角形的面积。

（-1，2）（3，3）（5，9）

（-3，5）（-2，-3）（1，4）

（2，5）（4，-3）（-3，1）

提示：以平面坐标上抛物线y=ax2
 +bx+c上的三个x的坐标p、q、r为顶点的三角形，其面积为[image: ]
 。这个公式也可以从上述面积公式中推导得出。


专栏

教育差距真的存在吗？

现在的中小学生，时间都花在玩手机和游戏上，连外出游玩的时间都挤不出来。如果这样学习还能跟上，就太叫人吃惊了。

这种现象在家境不太好的学生家里也没有什么改变，他们每天一边吃着泡面，一边过着这种生活。

高中入学考试中，像“4+5×（-3）等于多少？”这样的基本问题都有很多人答不上来。一共10道题（每题5分），有的学校的学生连30分都达不到。

成绩不好的理由不在家庭条件，而是因为“根本不学习，只顾着游玩”，高收入人群的子女中也有很多人只顾着享乐、玩闹。

如今，很多家长甚至都不教孩子数数，但是他们仿佛看不到这些事实，只会一味地抱怨“辅导班太贵了，我们没钱上（所以孩子成绩不好）”，这实在是非常错误的。在如今的消费社会中，饥饿精神已然消失殆尽，这也许才是造成如此社会现象的根本原因。希望人们不要再把学习能力低下的罪名安到收入差距的头上，如果真的想要缩小差距，那么，远离游戏和手机可能是唯一的办法。



54　如何计算A点（1，3）与直线2x-3y-1=0之间的距离——点到直线的距离公式

这次，我们把目光聚集在坐标平面上点到直线的距离。从A点开始往直线上引垂线，A点到直线的距离即垂足B与A的距离（参照图1）。

当然，我们可以通过A点计算出垂线的公式，将两个直线公式联立，得出垂足B的坐标，之后通过距离公式（勾股定理）来求得AB间的距离。

[image: ]


但是这种方法的计算量较大。

实际上，求点到直线的距离时，用向量来做是非常快的。但这里可能需要涉及“向量使用方法”“单位向量”“法线向量”等概念，难度比较大。

所以我在这里给大家介绍一种用上一节的“三角形面积公式”来求得“点到直线的距离”的别具一格的方法。

首先，如图2所示，有A、B、C三点。

[image: ]


直线l用ax+by+c=0来表示，A为（p,q）。

B为（r,s），B点在直线l上，所以将x坐标r,y坐标s代入l的表达式：

ar+bs+c=0  ……☆

C的坐标要费些功夫。

实际上，如果知道了（r,s）在直线上，那么只要简单代入计算，就可以知道（r+b,s-a）也在直线l上。C为（r+b,s-a）。

到这里，三个顶点的坐标已用字母表示出来，所以三角形ABC的面积我们也用字母表示。

运用上一节中的“三角形面积公式”，三角形ABC的面积为：
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由☆式可知，-ar-bs=c，代入可得：

三角形ABC的面积=[image: ]


另外，三角形ABC的面积也可以通过以BC为底边，计算[image: ]
 BC×h得到。所以

[image: ]


h为A到直线l的距离，所以这就是点到直线的距离公式哦。

仔细观察，分子是在直线方程的左边“将p代入x,q代入y后的绝对值”，分母是“x的系数和y的系数的乘方的和的平方根”。

用这个公式来解标题例：

[image: ]


一下子就能得出答案。


练习题


求点（0，0）到直线2x-5y+1=0的距离。

求点（3，-2）到直线x-2y-3=0的距离。

求点（-1，2）到直线2x-y+8=0的距离。


专栏

我在雪国时的思考

之前我受邀到外地去给初中生讲课，主持课程的老师向学生们介绍我的时候说：“这位了不起的老师可是从东京来的。”我听了顿时想要逃离。为什么会这样呢，我不禁开始思考。

如今已是信息社会，不管身处多么偏僻的地方，只要能够连接网络，就能轻松获取世界最前沿的信息和资讯。消除信息差距原本就应该是信息社会的特征之一。

然而“东京”和“外地”在人们心中的差距却仿佛越来越大了，本应该以自己为傲的地方面对首都有着深深的自卑。这是为什么呢？

网络其实是一个鱼龙混杂的世界。各种真真假假的信息资讯掺杂其中。普通人往往分辨不了真假，只能求助“专家”。而这时，一些“伪专家”就作为信息的“中间人”开始暗中活跃起来，形成像日本战国时代那样群雄争霸的局面。

在这样一个无法分辨真假的网络社会中，人们感到“不安”，急于寻找那些切实可信的东西，于是对“来自首都自称是专家的人”深信不疑。其实，相较于依赖天才教师，自己努力读书、努力练习的效果更好，但是人们只顾忙着惊慌失措，似乎都忘了这一点。



55　已知-1[image: ]
 、[image: ]
 、-1、1、x、x2
 、x3
 的大小——数感（3）

本节起，我将为大家介绍在初中阶段所必需的对于数的感觉。

实际上，很多人看到标题的题目都会感觉混乱。把如-0.5的实际数字代入进行判断的人不在少数。这是因为缺少“抽象的理解”，虽然能够得出答案，但是缺乏对数的感觉。

首先将正数和负数区分。

如果将“原来的数”乘以绝对值小于1的数，其结果的绝对值比“原来的数的绝对值”小。如果乘以绝对值大于1的数，其绝对值也会 变大。

正数的绝对值越大，数越大。

负数的绝对值越大，数越小。

如果掌握了这些的话，标题的问题就变得很简单了。

首先将正数和负数区分：

[image: ]


x的绝对值小于1，所以[image: ]
 的绝对值大于1。

另外x的指数越大乘方越小，将正数负数像上面这样整理好后，按照从小到大的顺序排列为：

[image: ]



练习题


x满足0.5
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56　如何比较√3+√2与√10的大小——数感（4）

比较带√的数字的大小时，数的感觉非常重要。

首先，我们来看一些基本内容：

如果直接带√进行比较的话，很难比较，所以先把正数平方后比较。

平方的时候尽量脱掉√。

遵照这个基本方针，我们来看标题的问题：

√3+√2和√10

→5+2√6和10（平方后比较）

→2√6和5（减去5，为再次平方做准备）

→24和25（再次平方后比较）

这样我们就知道，右侧的25较大，所以原数中√10较大。

接着，让我们来比较下面两数：

√14-2√3和4-√11

两边都是正数，所以还用刚才的方法计算。

√14-2√3和4-√11

→26-4√42和27-8√11（单纯地计算平方）

到这里，我们也可以两边同减去26，但这样得数就变成负数了，似乎更加不利于判断，所以我们需要重新想办法。

将原式两个数都+2√3+√11，两个数变为：√14+√11和2√3+4。

将√14+√11和2√3+4进行比较。

→25+2√154和28+16√3（单纯地计算平方）

→2√154和3+16√3（两边同减去25）

→616和777+96√3（再次平方）

很明显，右边比较大。所以答案为√14-2√3<4-√11。

像这样，若算式中含有减法，则不太利于正数的平方数的大小比较，所以为了方便比较，我们可以尽量在一开始就减少减法算式。


练习题


比较下列两个数的大小。

3+√6和√7+2√2

2+√3和√14

5-2√6和3√3-√26


心算慢动作回放（答案）
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